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i  ;  УРАВНЕНИЯ ДВИШШ ЭЛЕКТРОМЕЭШГЧЕСт шашм

в  эФом разделе издагаетея материал по вьгеоду и составлению 
уравнений JIarpeima для механических систем, в том числе и ддя 
упругих мехшических систем. Изложение сопровождается примерами.

1 Л  . Основные понятия* Обобщенные координаты и обобщенные 
. .. силы •:

Злектромеханической системой ОМС) называется совокупность 
взаимосвязанных звеньев механических конструкций и электромагнит- 
кьк цепей, образующих динамическую систему, Протекание процессов 
в которой характеризуется взаимным превращением механической и 
электромапшткой энергий*

Совокупность связанных звеньев механической конструкции 
составляет мехшшческуя) систему (М О.

Электромеханической связью называется (|уккциоыальная связь 
запасенной экёргки электромагнитного поля в электрбмагнитных це­
пях ЭШ с мгновенной конфигурацией MG, причем электромагнитная 
энергия является гладкой функцией вектора переменкш: состояния 
MG (обобщешшх механических координат). Электромеханическая 
CBHsi определяется обобщеккши отат электромеханической связи, 
возникающими при. изменении запасенной электрома1Ч1Итной энергии 

являющимися непрерывными, фуккщями обобщешшх механих^ескиХ ко­
ординат и вектора переменных состояния электромагнитных цепей.

Управляемой ЭшС называется такая система управления, в ко­
торой объект управления представдшет собой ЭМС, а регулятор яв­
ляется функцией механических и электромагнитных переменных сос­
тояний, Управляемую ЭМС мошо представить следующей структурой, 
показанной на рис. I . I ,  где обозначены:. 11̂  -  векторы уп­
равления и программного воздействия, а • векторы пе­
ременных состояния электрома1чглт1-1Ых цепей и механической систе­
мы, соответственно.

В ЗМС любое изменение механически')!! конфигурации г-риводит к 
появлению сил электромеханической связи и наоборот, возбуждаю­
щие силы электромеханической связи приводят к изменению к о н ^ - 
гурацки MG.



Рис. I . I

Одшш из основных понятий механики является понятие мате­
риальной точки, под которой понимают тело, размерами которого 
можно пренебречь. Будем исходить из конечномерного представления 
МС или совокупности материальных связанных точек Ш « I , , .

ДГ где Д/“ -  ЧИСЛО материальных точек, составляювдх
МС. Рассмотрим ииерщ!альь^ю систему QXYi  в которой поло­
жение V -й массы определяется трехмерным вектором Гу «
^ компоненты которого совпадают с ее декарто­
выми координатами ^ f  знак транспонирования. '
Движение W y характеризуется также скоростью ~ dt^/di 
и ускорением j точка над вектором обозна­
чает покомпонентное дифференцирование по времени.Таким образом, 
движение МС можно охарактеризоБать SH  -мерными вектораими, 
составленными из координат положений, скоростей И ускорений со­
вокупности /V точек вида [ 4  ;3 3

r  = [ h ‘y - .
Механическая система называется несвободной, если на ее 

координаты и(или) скорости накладьшаются ограничения, называе­
мые связями. Связи описываются либо равенствами, либо неравен­
ствами

/ J  , %■ ' r ^ f

j ( r ,  гЛ)  ̂О, J  [г, i^y.) О

-. 4  -



в  первом случае имеем удерживающие связи, а во втором -  не- 
удерживаюише связи, где функция / 6 j  - р -мерная.
(р CiNУ дважды непрерывно дифференцируемая функция по 

своим аргументам. Далее ограничимся рассмотрением только удер-» 
кивающих связей.

Связь, а вслед за  ней и механическая система, называется 
голокомной, если увеличение связи не зависит от скоростей ли­
бо если зависящее от скоростей управление связи допускает ин­
тегрирование, которое сводит (ЭГО к уравнению, не зависящему 
от вектора скорости.

Если уравнение связи ( I . I )  не зависит от времени, то 
связь и MG называются стационарнши. Ввведем обозначения для 
сокращения записи операции диф^ренцирования векторной фикции 
по векторному аргументу:
с = № у , г „ . . ,

d-fi
Ш , и _

W  • • ' ». . ■■■ • t ш» • * .
Ыр Ш р  . \

д П . дГ1г
- дг-г
Отметим, что

h

матрица и

мерная функциональная матрица Якоби.
Г М М / ' -   ̂  ̂ ... ......

-мерная
О означает, что р — 6J/ f fГ/

полного ранга в области изменения Г ;  .
Кроме'ТОГО, для /с-й скалярной компоненты /k / f / ’i)  

функции мошо записать симметричную /tx Д-*мерную
матрицу, составлению из частных производных второго порядка 

и известную под названием гессовой мат-
шркой функ^и векторного аргумента или матрицы Г есса ,

вида 
рицы ск>
а определитель ее называется гессианом.

Указанные обозначения облегчают запись производных по вре­
мени векторной ф уН кщ иу/^, векторного аргумента Г в 
виде ■



^ilU hiL cJ f  dJfir,i)^\+ ol ^iCrd)
o/-£® дгт W  ̂ ~W ~ ^I Ыь ~"dl ‘

Виртуальным перемещением MG называется такое линейное пе­
ремещение S r  всех ее точек М у  . из фиксированного по­
ложения Го и при фиксированных во времени нестационарных 
связях. Из предыдущего.следует, что на виртуальном перемещении 
при О (fr г  О . Здесь линей­
ное перемещение подразумевается происходящим не под действием 
реальных сил в отличие от действительного перемещения с/г 
происходящего под действием реальных сил. В частном случае ста - 
щонарной MG /г j  ^  О любое действительное перемещение яв­
ляется виртуальньпл, т .е .  с/г = О и d h  :z J г, ви
нестационарном случае,наоборот, никакое виртуальное перемеще­
ние не может быть действительным.

Связи называются идеальными, если работа сил реакций свя­
зей на любом виртуальном перемещении равна нулю, т .е .

F J  J r =  F f = 0 ,
где ■ .. . ■

F , ; , . . . , F / „ ]  -  вектор равнодействующих
сил реакщ!й связей.
Геометрически это означает, что вектор реакций связей нормален 
к поверхности связей . Можно назвать следующие виды связей: аб­
солютно жесткая, шарнир без трения, качение и скольжение по по­
верхности, причем последняя связь относится к неголономным. В 
дальнейшем ограничимся рассмотрением голономных систем с удер­
живающими идеальными связями ^ ftjiJ  ̂ 0̂  ^ О в
каждой точке которой приложены активные силы

уравнение движения голономной нестационарной ЫС с удержи­
вающими свягзями запишем в г|хзрме второго закона Ньютона

лгу Г ; ;  =  f /  ^ V f  /; /V ( I . И)
или

Pi
где

' -  б -



Умножая (1 .2 )  слева на й учитывая идеальность связей,
получаем основное уравнение динамики Лагранжа порядка ЗМ

M r ]  ~ О (1 .3 )

Пусть r a n k -  р  j T.e. p  уравнений связей линей- 
НО независимы. Исключая р  независимых уравнений связи из 
системы уравнений ( 1 .3 ) ,  составляют уравнение движения МО в не­
зависимых обобщенных координатах размерности П-м -  3N^P |
Число /tyvf называется числом степеней свободы ЫС, а Пм -  
мерный вектор независимых кобрдцшат Ф называется вектором
обобщенных (лагранжевых) координат, & -  вектор обобщенных
скоростей . В качестве компонент можно принять либо Л/д̂
независимых декартовых координат, либо вектор можно сос­
тавить из линейных комбинаций этих координат, а также из любых 
независимых переменных, характеризующих кон!|»!гурацию МС.

Для определения обобщенных координат применяются следующие 
правила.

1 . Зафиксировать все возможные перемещения всех точек Ш .
Эти перемещения можно принять за  обобщенные координаты; их 
число и является числом степеней свободы *

2 . Рассмотреть геометрию системы и написать уравнение

-  о ( 1 .4 )

которое разрешимо относительно в области

е  3  с  ^0 €  R ' , ( 1 .5 )

для любых Г" у совместимых по связям, т .е .
В этой области , дважды дифферёнцируема*.

Дифференцируя по времени сложную векторт^ую функцию (1 .4 )  , 
получим по предыдуилш формулагл

9
н

( 1 .6)

. Обобщенная сила определяется из вектора активных 
как равнодействующая компонента вектора активных сил вдоль 
обобщенных координат

 ̂ 7 -



й находится из рассмотрения элементарной работы активных сил 
на виртуальных аеремещенйях

^ 4 =  X Р а '
^  d f

Обобщенные силы, как и активнш силы, в общем случае также з а -
ВИСЯТ ОТ обобщенных координат и обобщенных скоростей, т .е .

• Обобщенные силы Г $ 1 ,  f  к
рассчитывайся либо покомпонентно, корда 4 -я  кбордината 
получает приращение (при ”замрроженшх” св я зя х ), т .е .

либо при варьировадии , i ^ J  и вычислении
виртуальной работы по

(5/!i -  , r v j r  i v  ) .  ( I . 9 )

Если обобщенная сила не зависит от обобщенных скоростей
и существует скалярная функция 

непрерывно дифференцируемая и такая, чаю ^

« " " М  = -  ; Ы 1 - Ж ]  (I.I0)
jj. d f

то (Ч̂ /V называется вектором потешщальных сил, а функ- 
гря -  потенциальной энергией.

Механическая система, в которой действуют только потен­
циальные силы, называется консервативной. Имеют место соотно­
шения

где

■, Щ  I f ,
%j/'^ .  Г) 3 n

W   ̂  ̂ ’
Ш (L о 3’""
аг ^

В частном случае ( I Лй) имеет вид
~ ~ су.

те С - Ии>‘
матрица в области ( 1 .5 ) .

( I . I I )

мерная функциональная сщметричиш!



Если С f if) =■ С -  постоянная матрица, то =
= 0,5  ̂ C Q ' -  квадратичная форма относительно компо­
нент вектора обобщенных координат

Если в области (1 .5 )  обобщенная сила УДОЭ~
летворяет условию

то такая сила называется диссипативной. Рассеяние энергии в МС 
Б случае неид,еальных связей учитывается введением диссипатив­
ных сил. Если неравенство ( I . I 2 )  строгое всюду в ( 1 .5 ) ,  то го­
ворят, что МС в этом случае обладает полной доссипацией. Дис- 
сипативнаш сила, линейная по ф называется силой вязкого 
трения

Диссипативным силам солоставляетря диссипативная функция
Q/) дифференцируемая по своим аргументам

Для сил вязкого трения c j/ i'tj имеет вид квадратичной
формы относительно 0̂

- 0,5
где “ симметричная функциональная матрица.
Когда D(c|/p) -  R “ постоянная матрица

Ош (Ф/ ~ Ф •
Линейная по мощность которой в

области ( 1 .5 )  равна тождественно нулю, называется гироскопи­
ческой. Этим сила14 сопоставляется функция

 ̂ 0,5 С,[%Ь) Z о

^ Ч ш >  = -  c ;c ,,*> v '

r f  \ .  ^где Ц [ (jr -t) “ кососишетричная функциональная матрица

(Г . 14)

- 9  -



гассматривают также псевдогироскопические (неконсервативные) 
силы такие, что
И соответствуюпо^ю функцию  ̂ где

“ кососимметричная функциональная матрица 
псевдогироскопических сил.

Управляющие силы формируются с помо­
щью регуляторов, воздействующих через исполнительные органы на 
материальные точки MG. Представим их в виде

, ( I . I 5 )

где -  KVV -вектор управления; “1 / -  -функ­
циональная матрица.
Таким образом 4 ^ 4 j  -

1 .2 ,  Уравнение Лагранжа второго рода

Скалярная функция 1 -  H называется кинетичес­
кой энергией iviC. Подставляя сюда выражение ( 1 .6 ) ,  получаем

’ i " ( % 4 l + )  T o i  (1 .1 6 )

где D/̂ ot̂ r .

с { Ф ^ ) =  M i v i 2 t  .
“s -t  - a t  „

На основе выражений ( 1 .3 ) ,  {1 ,7 )  и того, что  ̂^  0 за­
пишем Ъ 1̂* кл ••-L- lv}̂ ' = Q ( I . I 7 )

причем левая часть здесь равна

Дифференцируя равенство ( 1 .6 )  по ф  i 

Дифференцируя ( 1 .6 )  по п, получаем d
имеем

1Л|

W

10



Результаты дифференцирования подставляем в левую часть (1 Л 7 )  
и получаем -мерное векторное дифференциальное урав­
нение Лагранжа второго рода для голономной МС

Скалярная функция вида

“  1 ^  Л  ( 9 ,- t - J  ( I . I 9 )

называется функцией Лагранжа или кинетическим потенциалом. Вве­
дем линейный оператор Эйлера векторного дифференцирования

Вычислим

r l  -  ( M l V -  M l  -  -  H  -  q ^.

( I . 2 I )

Тогда no ( I . 19)

E l L V =  5 { T - j r i  =  a " " .

Выполняя почленно операции дифференцирования в ( I . 21)

£ {т1 = +ё 1т-Ь
получим дифференциальные уравнения голономной МС относительно 

в явной форме

в  [Тг1) =  Ф) '  Ф 1 =

-  А ( ц , - 1г) (%*')]Ф  " •

. . . , -  столбцы матрицы у

_ П5Гя т ^<4 1 Л,т <̂4 А

-  I I



где

-  кососимметричная мат­

рица (ом. ( I .  14) ) .  ,

■ ^ Т т Д  =  4  f  - M % i)-
Таким образом, уравнение ( I . 2 I )  приобретает вид

-  i qV )  f
где вектор-столбец й (  составлен из удвоенных квадра-
тичных форм относительно обобщенных скоростей

В стационарном случае уравнение (1 .2 2 )  с ( I . I 5 )  имеет вид

Щ ) f  -Ш )  4  -а (ф ) Ф +P ftj 1 .23 )

Для линейной стационарной МС (1 .2 2 )  приобретает вид

R *A  C ’ cf =  U u - t t ) ,  ■
где Д 1̂ ^  J -  постоянные матрицы. Так как Д > 0  к су­
ществует в области (1 .5 )  , то последнее уравнение можно
привести к виду, разрешенному относительно старшей производной. 
При введении вектора £  С|̂ Т  ̂ получаем уравнение в нор­
мальной форме .

с1 ■q/'
' 0

d t . 4 . . - Д - ' с »  - А " ' г . - ф .
Г о ;
A ' V

Уравнения (1 .2 2 )  и (1 .2 3 )  можно записать

12 -



u ,  t jT j ^

А -  F(x,i-)x fBCy t̂) к  ^
причем последнее уравнение дано в линейной относительно и
К[{) записи, а F } Ь( )̂ )̂ “ матрицы-функции, непре­

рывно дифференцируемые по всем аргументам и ограниченные вместе 
со своими производными в области определения ( 1 .5 ) .

Состояние равновесия стационарной МС. Для голономной ста­
ционарной MG состояние равновесия Cj/̂  - определяется
из условия Е  j  г  Q и является решением уравнения

Сводка рекомендаций по составлению уравнений Лагранжа.

1 . Составить расчетную схе»^ МС, изображаюногю положение 
масс, вид и параметры удерживающих связей , ввести обозначения 
активных сил, определив их точки приложения и направления.

2 . Ввести неподвижную (инерциальную) систему координат. 
Построить радиусы-векторы масс и составить уравнение связей

:f(rii) =  О ( ИЛИ -  о .
3. Определить число степеней свободы МС одним из двух ука­

занных выше способов и ввести обобщенные координаты ф . Сос­
тавить уравнения ^ 0 У f(p'J ^ О ■

4 . Вычислить кинетическую энергию Oî  \\ запи­
сать выражения для ^

5 . Из рассмотрения запасенной энергии МС вычислить потен­
циальную энергию* В частности:

а) запасенная энергия поля силы тяжести материальных то­
чек равна работе, совершаемой По перемещению материальных то­
чек адоль силовых линий поля, пapaллeлыiыx вертикальной оси, 
т .е .  -  ГЛ/ч; а  Л  ̂  ̂ где (I -  ускорение сво­
бодного падения^ -  приращение пе$ем8щения вдоль вер­
тикальной 2  5 'll -  21 Ю  J откуда
или  ̂  ̂ 0 ^ 1

б) запасеш ая энергия упругих связей для идеальной пружи­
ны с линейной восстакавливающей силой (Гука) (/-Ко ) j
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где О, - жесткость пружины; jf" q  ̂ f' -  радиусы-эекторы 
точечной массы соответственно при недеформированной и деформи­
рованной гюулшне, равна -  С
откуда ^^ ® качестве обобщенных координат
упругой МС бывает удобно выбрать упругие деформации “
= -  to{ % отсчитываеме от положений точечных масс соответ­
ствующих недеформированному состоянию пружин.

6 . Определить непотенциальные обобщенные силы по соотноше­
нию —

7 . (вставить уравнение Лагранжа в явной форме (1 .2 2 )  или
(1 .2 3 )  с дальнейшим переходом к нормальному виду уравнений
( 1 .2 4 )  .  ̂ .

8 .  Учесть потери трения введением диссипативных сил j
9 . Привести к форме (1*24) и вычислить режимы по (1 .2 5 ).

Пример. Эллиптический маятник. Расчетная схема маятника 
показана на рис. 1 .2  и представляет собой движующуюся прямоли­

нейно в горизонтальной 
плоскости массу f l t i  и 
подвешенную к ней на нерас­
тяжимой нити длиной €  
массу •

Введем неподвижную
систему координат ЭС̂ у̂  2:
{ Е  -  перпендикулярна 
чертежу).

Радиусы-векторы цент­
ров масс: -  С ^ / о  () з*'*

if2 03 ^ .
Уравнение связи выводим для ^новенной произвольной кон- 

(|)игурадаи по соотношений!, выражающим нейзменность длины свя­
зи: 1т1^ ^  ]€1 ^‘• 211(4 Cos(^/а^ f ) .  с  учетом подс^
ки а тееи:]^^^ц1 4^^
При вычислении числа независимых координат Зй/'* Р бу­
дем иметь в виду, что 2. » О и следовательно ЗА/ = 4 , 

р = ® 2 . Тогда число степеней свободы 11м ~ 2 .
За рбобщеиные координаты примем  ̂ ^  .
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Выразим декартовы координаты через

ае-г = эс  ̂ f  i

Тогда ^  •

Вычислим кинетическую энергию , учитывая, что

Т-0,5гт/иг= 0,?ГбИ11̂ И1г)̂ ^
где И -  ciiag (m ijk ia i jm j) ,

Потенциальная энергия равна jni|fv = ( I -  со ^ (ь Л
Вектор потенциальных сил.-^ ’

записывая
^ b ) 4' A z ] j

Обобщенных потенциальных сил нет.
Составим уравнение Лагранжа d  f ^  \  _

Непосредственные вычисления дают О Су/

2 1  Е  i f  Щ  + 1 ^ 1 4  О д (Иг t0 4  Ягг Ф а /

%
- 9 JT

Отметим, что потери трения можно учесть введением дисси

пативных сил Й % \ Q г ~ ““ 4z i ) ~ ^ Oj
V уравнен

i i y i i  t
( вязкое трение). Окончательно уравнение движения эллиптического 
маятника; с затуханием 
нений Лагр^®^ имеют вид

в явной форме урав-маятника  ̂ с затуханием при 
нений Лагранжа имеют вид

( • »  И1 г) фг  - ^

=  n i2 ^ is i lA .< b .-



i . o .  механи^^еские .системы с циклическими координатами

Существует большой класс МС, в которых при удачном выборе 
обобщенных координат некоторые из ш х не входят явно в выраже­
ние кинетической энергии, но последняя, конечно, зависит от их 
скоростей. Если при этом соответствующие им составляющие по­
тенциальных и Н8потен1Д1альных обобщенных сил равны нулю, то 
размерность ди.фференциальннх уравнений MG может быть понижена.

Циклические координаты и уравнения Рауса . Пусть выбраны 
обобщенные координаты  ̂ ^ сущест­
вует такое разбиение (декомпозиция) вектора ~

что выполняются условия

I) Т -Т  (^р,фр,фс,Ц , , I I  -  0;
di^2 (1 .2 6 )

ТО компоненты Q/a называются циклическими (игнорируемы­
ми) координатами, а (^р -  позиционными (явными) координа­
тами. При таком разбиении кинетическая энергия записывается
в виде

X T ' * T ^ t T ' ; ) 4 T f t T ; ) * T . ,  (1 .2 7 )

где слагаемые отвечают декомпозиции матрицы
четыре блока, а декомпозиция на два подвектора
соответствующих размерностей, а имешю:

A M - ,(1.2Ь)
Ai2 [%•(•) *

А 21 А 22 ^

Т с  — сур А/)1 4 р  ,Т г  ”  0/5 <̂ 1, Агг Тс  ̂ Т"| =  (^рАа

T ^ ^ T p l j  . I 1 - i/1^2. > Т о -  .
Применяя оператор Эйлера с учетом ( 1 .2 6 ) ,  получим для (1 .2 2 )

h i  = А  I -  П (1 .2 9 )

Это означает, что
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(1 .3 0 )

где t  ^ -  вектор постоянных интегрирования.
Таким образом уравнение Лагранжа для циклических коорди­

нат (1 .2 9 )  допускает интегрирование и вектор циклических им­
пульсов остается постоякныгл во всем времени движения.
Из (1 .2 8 )  и {1 .3 0 )  имеем

Здесь A zz(fp t^ ) невыроадена как и A ( ^ ^ ) f )  и урав­
нение (Г .3 1 )  разрешимо относительно циклических скоростей

-  ^ (« }г р Д р у | 3 / ) .(1 .3 2 )

Уравнение Лагранжа ДЛЯ позиционных координат получим с 
подстановкой (1 .3 2 )  в выражение

• =
Таким образом, наличие 1Д!Ю1И координат приводит к де­
компо 3йцми уравнений движения МС на невзаимосвязанные подсйс- 
темы ( 1 .3 2 ) ,  (1 .3 3 )  и поэтому.возможно иоключениа циклических
скоростей (1 .3 2 )  из ( 1 .3 3 ) ,  что сводит 2т1и -мерное
описание НС с циклическими координатами, в диф­
ференциальной системе порядка 2Т1р относительно вектора 
позищюнных координат С|/р .

Процедура Рауса исключения циклических координат. Вводит­
ся скалярная функция Рауса

Р, Г  ifC j ^  ,
которая с учетом ( 1 .3 0 ) ,  (1 .3 2 )  удовлетворяет равенствам

Ч Т в  5 1 ,  -  2 1  , .

(1 .3 4 )

выглядитУравнение (1 .3 3 )  относительно и

£  {  -  Е  {31 у V /  > (1 .3 5 )
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и имеет структуру уравнений Л^ранжа, где роль кинетической 
энергии выполняет функция Рауса, записанная относительно по­
зиционных координат, а циклические координаты ”игно-

•^рируются” . После подстановки (1 .3 4 )  в (1 .3 5 )  и интегрирова­
ния ци1{лические координаты определяются как (Ъ (^) =

определяются интегрированием (1 .3 ^ )

Структура ураекений Рауса. Отметим, что Р Ч -

i  2L = 2 T i t T ^ + T 5 Тз-0ДЧ4

7 ' j  =  ^ рА» %  ) -  *1 1̂ ■ 3 ' Окончательно

TrCт^т^т^т^т^Tь-2т^т^r‘]=[т̂ ;̂ьT̂ т.]̂ ,̂if.«
Рассмотрим структуру функций Рауса (1 .3 6 )  с учетом выражения 

из (1 .3 2 )

T | = o , f 4 U , i 4 o = i ) ^ ( l p - i « ) - A ; ' , 4 f ] ’ 4 « [ ( i i - « . ) - A , r 4 p ]  =

= ( A ® 4 f A i !A n 'A «  4 p ) ' [ 4 p A n A ! t

+ >, = Т | г * ,

Таким образом, по (1 .3 6 )  имеем

Т я (^ Ч р .Р -^ ’)-(Т г '-Т г г )Ч Т .''-Т /,)* (Т .-Т ,р ). (1.37)
Известно I  ]   ̂ что. если Т уО  ̂ то и Т  f T f ^ y  о  и 
уравнения Рауса, разрещш^ш относительно вторых произэодньгх по­
зиционных координат %  , ‘ Особенностью МС с циклическими ко­
ординатами является Т(Э, что даже при стационарных связях функ 
1Л'Ш Рауса ( 1 .36) или (1 .3 7 )  на является кзадратичной формой 
позиционных скоростей как кинетическая знергия в общем слу­
чае ip  ) 9  ̂ по-прежнему сохраняет структуру
квадратного трехчлена относительно фр Действительно, 
в стационарном случае  ̂ -  Q c  Q и
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-  т / -  т ; ,  -  I/, - т „  ,

Раскрывая последние слагаемые, получаем ) б )  =£

~  ■*■ [ 4 р  А|гАгг'*^]-{£).5’Р'̂ Агг̂ |?) =

= [ Т к г ]  '*' Г Г ^ 1 ]  + ( Т р о ) .
Применим оператор Эйлера к последнему выражению;

^ ~  А'*(ч^р)Яр* й-ЧЧ'рЛ р) f £  -  ^̂ (Яр)Яр

<Х̂ -- | й Л  ' [ A V [

pp(ri ~  '^ C f A u A d ]
^де Ц t k ^  "  кососиш^етрич-
ная ><flp '-матрица гироскопических СИЛ. '

Уравнение Рауса для стационарной системы с циклическими 
координатами мотао представить в следующей явной записи:

■ Яр * ' М -

- G ' ' ( W ^ P ' *  Й *  (  Ц,,,, ■ (1 .Э 8)

' J i f f A v ;  t ( b M *
•+ 0,5 “ потешдиальная функция Рауса МС с цикли­
ческими координатами.

Уравнению (1 .3 8 )  можно сопоставить некоторую эквивалент­
ную МС с кинетической f Цр ) Й потенциальной JTft(^p,irj
энергиями и гироскопическими силами с кососшшетричной фуик- 
цион#льноЙ матрицей С ,^ (^ р ) « Таким образом, изучая движе­
ние MG с циклическими координатами только по движению пози­
ционных координат,, приходим к представлению о некоторой экви­
валентной МС пониженного порядка, влияние на движение которой 
со стороны ^скрытых” циклических координат  ̂ 'будет заключаться 
в перераспределении коэффициентов инерши ) л ®
появлений гироскопических сил и в изменении потенциальной 
энергии (ТГя )•' Отметим^ ЧТО возможно и отсутстБие гйро-



екопических -  гироскопически несвязанный' случай.

Пример. Рассмотрим полученные в предыдуще^л примере урав­
нения движения эллиптического маятника, показанного на рис.1 .2  
Отметим, что если пренебречь трением в оси маятника О  ̂
то для координаты выполняются условия (1 .2 6 )

2 L - - 0 ,  I t . O ,

ЩКЛйческая, а координата -  пози1ДЮнная,
Движение в этом случае описывается уравнениями {а)»Сб)

поэтому координата

m  iVc f j ,  -  m t l f l  S i i t f /> -  О j w  = m i , (a )

и циклической координате соответствует импульс, вычисляемый 
по (1 .3 0 )  .

' ' ' *  Р ,  (в )
где -  постоянная интегрирования; циклический
импульс, постоянный во все время движения. Интегрируя, полу­
чаем ( tc» = 0 ) И 1 f
где постоянные йнтегрирования определятся по на-
чальным даннш как

= т + W x t 4 я  co i I ^  ^ i  ^ t p  ■ •
Решение уравенишя для циклической координаты запишем в виде

% (̂ ) = f  г Щ + -iiH- tp  h  ( 4 с  4  Р  ̂ t  f  с ( г )

Дважды дифференцируя выражение (г )  и подставляя в уравнение 
(б ) ,  получим уравнанке для позиц110нной координаты

В данном случае нш̂5 удалось проинтегрировать уравнение 
для циклического импульса и, исключая решение для цикличес­
кой координаты, получить ди(|:ференциальное уравнение для пози­
ционной координаты. Однако решение f-f) РЗДко удается
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получить Б замкнутой форме, тогда как^пользуясь процед]^рой 
Рауса^процесс исключения циклической координаты формализует­
ся ьо всех без исключения случаям: • В рассматриваемом примере 
составим функцию Рауса в виде (1 .3 4 )  и подставляя в нее выра- 
лг.енную из (в ) циклическую скорость, преобразуем к виду

Т я - [ > -  Tr i+- I i-Tro= 0.5 фр ( 3 -  ИП1-1 С(И(|/р) f

o , s l ". иг  *
Составляя для уравнения Рауса (1 ,3 5 )

и выполняя onepat^H дифференцирования, сразу получим дифхфе- 
ренциальное уравнение для позиционной координаты (из которого

исключена) в виде, совпадаюшйм с уравнением (д) , но уже по 
формальным правилам (не прибегая к интегрированию), которые не 
ограничены ни порядком, ни нелинейной постановкой задачи.

1 .4 .  Упругие многомассоБые механические системы

Соединение конечного числа точечных масс упругими связями, 
образующиш  ̂ прострайствен1Шй миогогракиик, в котором в обшем 
случае каждая масса соедашена упруг^  ̂ связью е другой массой 
и через COOTветстБуюшую упругую связь соединена с основанием, 
скрепленным с инершальной (неподвижной) системой координат, 
наоЫБается пространственной конечномерной упругой МС,

Если движение всех Мчасс ограничено плоскостью, то упру­
гая МС называется пМ ской.

Если движение всех масс одинаково ориентироБано (пря1А0- 
линейноё движение, вращение), то такие упругие Ж называются 
однолинейнши цепными упругими МС. Ограничимся рассмотрением 
последних.

При выводе уравнений упругих масс примем следующие пред­
положения: упругие силы потенциальны и.являются линейной фушс- 
цией упругих деформаций; потери при деформациях носят харак­
тер вязкого трения; направления упругих сил совпадают с на­
правлением упругих связей ; в качестве обобщенных координат

-  21 -



принять упругие деформации отсчитываемые от недеформи-
руемых состояний.

Расчетные соотношения однолинейной цепной упругой МС. 
Пусть упругая МС состоит их точечных масс *
Выберем произвольно вектор р '-  • Состояние
равновесия охарактеризуем вектором К* = СГи ) . .  • ^̂  
да упругие связи недеформированы. ^ _

Введем обобщенные координаты .
Кинетическую энергию однолинейной упругой МС запишем в виде

Т ~  где М t ^г) ' ) J
, T'J*  ̂  ̂ или 0.5  ̂ А -  Л/1,

Д -  ,1^г) • ' о . Потенциальную энергию звена,
представляпощегр собой соединение L -й и j  -й точечных 
масс упругой СБязью с жесткостью p c j запишем в виде

ilg- = 0,5" ( «Vi - Tj )   ̂PtJ > ГД® - Фг ^ -
деформация упругой связи, соединяющая с и j  ~ю то­
чечные массы.

Потенциальную энергию амортизатора, представляющего со­
бой упругое соединение )с -й точечной массы с неподвижным 
основанием, запишем в виде 51к=  ̂ 0,5 Рк ) 1'Де

Я!с -  де(тх)рмация амортизатора, а -  его коэффициент
жесткости.

Полная запасенная энергия у п р у г о й и м е е т  вид

S {ф) ^ о , ? {.[% -Ф Pl =̂ QŜ v'Ctlr, (1.39)

где к  -  число упругих связей между массами, § -  чис­
ло амортизаторов.

Диссипативная функция, отвечающая потерям на внешнее 
вязкое трение масс  ̂ с коэффициентами, трения pft
имеет вид (  ф) -  Ш = ОД Ы Ф , где -
матрица внешнего трения, диагональная и неотрицательная. 
Отметим, что по виду матрица ы  совпадает с матрицейД 
(с  заменой масс у матрицы Д на коэффициенты вязкого 
трения).

Диссипативная функция, отра?кающая внутреннее вязкое тре­
ние Б упругих связях p{j и амортизаторах Р к  с коэфф̂ -̂ 
шеитшли трения соответственно запишем в виде .
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(1.40)
где -  сшшетри.чная неотрицательная матрица, совпадаю­
щая по структуре с матркгей С в ( 1 .3 9 ) ,  если в матрице С 
коэфф11щенты Сц заменить на коэф|ициеш’Ы i i j  , а Р|с 
на соответственно.

Проекции внешних сил, приложенных к ho. |г масс,
на направления обобщенных координат запишем в виде ~
= В ц  , где 5  h' ŶK матрица коэффициентов проекций
Q -вектора внешних си л .,

С учетом выше введенных энергий и сил уравнения Лагранжа 
для однолинейной цепной упругой МС с учетом соотношений

А 4 ,  4 ( А ч; ) - а л , ,

имеет ВИД *

ДЛ* + Ш 4 - ^ | ) 4  d u  . 0 .41 )
Отметим, что нет необходимости каждый раз выводить урав­

нения Лаграшса упругих МО, а достаточно изучить строение мат­
риц A . 6 , C , H R i  и получить правила для их состазления. 
Как следует из определения потенциальной энергш!^ Q - ^ 1 2

спределяются как_,_
' < .

Сф

■ элементы матрицы С.

'ЙЧч'Эф; '
Для вычисления диагонального элемента С^у из (1 .4 2 )  имеем

Таким образом, диагональные элементы матрицы представляют со­
бой сумму коэффициентов упругости связей, соединяющих X 
массу со. всеми другими массаш! и коэффициента упругой связи, 
соединяющих I -ю массу с основанием..

Необходимо обратить внимакие на то , «гго предварительно 
все параллельные и последовательные упругие связи меж.ду i -й 
и у  -й массами и )с. -й массой с основанием должны быть
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эквивалектированы одной упругой связью (амортизааюром) по 
следующим формулам. При поеледовательком соединении уп­
ругих связей с жесткостями pt') • • •) Pi 
кость рассчитывается как ^
раллельном соединения t  связей

эквивалектная жест- 
î'l > при па- 

9эг ~ ,
Для вычисления внедиагонального элемента * ' Сц из 

(1 .4 2 )  имеем^  ̂ К ^

т .е ,  вкедиагокальньЩ i , j  и ему сишетричный j j t  -  элементы 
матрицы С равны взятой с обратным знаком жесткости упру­
гой связи между i -й и j  -й массами.

Отметим еле,дующие важные свойства матрицы упругости^ 
используемые для проверки правильности ее составления.

А. Суша элементов строки матр1цы С либо равна liyra, 
если масса не соединена амортизатором с основанием^
либо равна коэфф^щиенту упругости i -го  амортизатора,
соединенного с массой.

Б . Если какие-либо две массы Wil  ̂ |iij* не соединены 
упругой связью, то два внедиагюнальных -Й и ||Л -й
симметрично расположенных элемента равнк нулю.

В. 1Матрйца Q не имеет ненулевш элементов^ если упру­
гая MG имеет максимально разветвленную структуру, когда все 
точечные массы соединены друг с другом упругими связями, мак­
симальное число которых равно |г- О,- 5 К #
Трехдиагоиальная структура матрицы С (ненулевые главная 
диагональ, наддиагональ и подд,иагональ) соответствуют нераз- 
ветвленной однолинейной многсмасеоБой цепной МС.

Матрица в^|утреннего трения/^ ^ Г .40 ) со в п й ает  по структу­
ре с матрицей С и получается матрицы £  за 1̂ еной эле­
ментов с  на элементы

Рассмотрим структуру матрицы управления % . Пусть 
проекщя управляющей силы приложенной к массе на
направление D ot однонаправленной MG вырал^аются в виде

I -1  ̂ “' Постоянные. Тогда vv>̂ nv -мерная мат­
рица 5  составленная из коэ1ф|ицисзнтов  ̂ будет иметь
вид . •
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r i f к . . .  ̂КП

в  -
0 0 0

1 (1 .4 5 )

_ о 6 6  .
где являются матрицамй-столбцалш неодинаковой размерное-
ТИ ) Hi =■к , где К -  номер массы, К кото-
рой приложено управление U: и только один кмжний элемент
кавдого столбца не равен цулю,

пример. Структура упругой MG с поступательным движен1?ем 
масс показана на рис. 1 .3 .

Пусть все каэфгрщиенты внутреннего )  и внешнего 
трений ие, равш  нулю. Кроме того число масс и внешних сил со - 
отве|^ственно разнн TL =-4s Иг = 2 ^
U=. Матрицы Д и являются ,1Ц!агональ-

нши в ( I . 4 I ) .

‘ " ’ ’ т ,  о ]
 ̂ 0 1

^  Н1ц

, k d  - V I
0  I d
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Матрица Q (и вслед за  ней ) составляется по опи­
санным вш е правилам ( 1 .4 3 ) ,  (1 .4 4 )

С -

■PuiRj>Pi4 -fta ~Pl3

~fta Ра ̂  Раз “ Раз О

-  9\Ъ -Раз Рп+ Ргз*Рз О
. -Р1Ч О О Дч •tp<<

5 (.'8
ч '! U -Г*М3 ( Й

" Г а Ра+ р|з О

- - И' гз Г?з + ф | О

- гГ ■ 'С;' ^ О fit
Далее с учетом (1 .4 5 )

О о
о о 
о i

Пример* 3 -х  массовая упругая МС с вращательным движеш.ем 
показана на рис, 1 .4 .  Предположим, что

% %
1 Rfi П

%

ииш
ггтл

ишш
г̂гтт

%

Уравнения этой

■Ь, о

о  3 .

Ч'|V* .
%
t *

■Рис. 1 .4

будут иметь вид

Р а  - f tla о

о -ft

’ м Г
J % - О
. W . . 0 .
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Пример. 2 -х  массовая упругая МС с вращательным движением 
показана на рис. 1 .5 .

Также в соответствии с правилами ( 1 .4 3 ) ,  C I.4 4 ) , (1 .45 ). сос­
тавления уравнений Лагранжа для упругих МС имеем

0' • •
Ж > -р' Ъ' ■|МГ

0 к i
т _-р р. Я , rg+r* .к .-fe

1 .5 .  Влияние различных сил на устойчивость системы

В этом параграфе ограничимся раесмотрением систем, опи­
сываемых уравнениями Лагранжа с постоянны^ коэффициентами. 
При этом правая часть уравнений в общем случае может быть не­
линейной функцией обобщенных координат и скоростей. Не вда­
ваясь в анализ ф5зическЬй природы координат ф и рассмат­
риваемого явления, будем говорить, что значёниям « О 
и ф = О отвечает равновесие системы, в частности, MCJj а 
уравнения Лагранжа ( I . I 8 )  описывают воз1лущенноё движение 
около положения равновесия. Поэто^4у, говоря об устойчивости 
равновесия системы, нужно иметь в виду, что рассматриваемая 
система может быть необязательно механической системой, а 
например, электромеханической. В этом случае вектор обобщен­
ных координат и скороетей содержит или Плэполняется вектором 
элеШ’ромагкитных компонент/

Задача ставится следующим образом: как определить ха­
рактер устойчивостк равновесия системы при влиянии на нее 
различных обобщенных сил. Дальнейп1бе изложение naparpai|)a 
опирается на книгу [  2]  .

Будем рассматривать си стеш  вида

. А ф -
. .V- 27 ■-



а ногорок разложение сил по степеням содержит линейные илены 
Здесь Д -  определенно-положительная сишлетричная матрица 

и С “ некоторые квадратные матрицы; составляющие 
вектора Д  содержат м в степени выше первой в
результате линеаризации исходного нелинейного уравнения, а 
левая часть уравнения представляет собой описание системы 
по первому приближению.

Разобъем матрицы и C i в последнем уравнении
на с^в^шетричные и крсосиьшетричные части, ^
€ 4^ Р , ) -  сшлметричная;
Q г  ‘“ RI) ~ С -  0,5(C i^ C 7j •

сишетричнал; R r  0,^ f ~ ко со симметричная.
Тогда получим

А  0̂ t  ^  Ф G Ц с к % ^ Q I
где все слагаемые в левой части линейные относительно Щ 

С|/ выражают обобщенные силы (диссипативные, гироскопичес 
кие, потеициальше и псевдогироскопчческие соответственно). 
Как видно, внделение гироскопических сил

(1 .4 6 )

и

догироскопических сил

л ^иЦ/
,г.

и псев-
произошло несколько искусственно

Rt и ыа симметричныев результате разбиего1я матриц 
и кососишетричные части.

Уравнения возмущенного движения (1 .4 6 )  можно представить 
в двух других формах. Для этого введем преобразоБание коор­
динат Д^.  ̂ где Л  ” ортогональная-матрица пре­
образования. После подстановки в уравнение (1 .4 6 )  и умноже­
ния последнего слева на ДТ получим

A'AA г  М 'К Л г  с л’-(;лг ♦ Д-̂ СЛ 1 » Л^РЛ г=л’ 2i
Относительно матрицы Д известна следующая теорема. 

Если квадратные матрицы Д‘ и С порядка fb -  симметрич­
ны, причем матрица Д  -  знакоопределенная, то:

1) все корни характеристического уравнения 
d e t ( A i + C )  = О вещественны;

2) всегда найдется такая неособенная матрица Д  , что 
Д* ^ДЛ“ Т  -  единичная матрица, Д ^ С Л  -  Са -

диагональная матрица, т . е .  Сс ' « / С а )  причем
С{% PS.BHH корням характеристического уравнения.

- 2 8 - .



Пршекяя эту теоре^лу к MaTpHLtaî  А и С ; а затем к 
матрицшу! А   ̂ R  I уравнение (1 .4 7 )  можно представить в 
двух видах

+ С о2 +  P s  -  2 ^

-^Рг -
где для простоты Д'^’ о Д ) ) Л‘’’Р Л  ̂ А' ’̂ С А  В силу
сохрШ‘{ения свойств симметричности и кососимметричности (что 
легко показать) обозначены через R^ C)  ̂ Р  и С соответ­
ственно,

В частности, если и Со “ диагональные, то

= /lf<dthC.-С^Сг- •• Ctt J  (1 .4 9 )

при этом c f s i ’ A 's .  c jH  A 2г й ~  i  .
В дальнейшем нам потребуется только уравнение ( 1 .4 8 ) .

Коэф(|5Ициенты устойчивости. Рассмотрим потёнциальную 
систему? на которую действуют только одни потенциальные си­
лы ( 0  и. Ё|А̂ Р — 2 ^ 0 )  * Описание системы представляет
собой К иевааимосБязанных уравнений невозмущенного дви­
жения

( 1 . 50)

Если € ;  >  0 (полагаем Cl -  ) ,  то решением
( Г , 50) будет А 1 и ь . ( ш i t '^Ч {̂) . ./ _  ^если
(полагаем • C i -  ^  » то 2 г~ ^

 ̂ В{  ̂ -  постоянные интегрр^рования. Отсюда видно, что
если все C i > 0  то невозмущенное движение == О,

=0 устойчиво (решение ограничено). 1(эждому отрицатель- 
ному,> числу ■ С{. , если оно есть,  отвечает неустойчивая ко- • 
ордината’ '£ ;  и неБОэмущенное движение неустойчиво^ доте 
при любых нелинейных силах.

Числа называются коэ(|фициентами устойчивости,
а число отрицательных чисел С{, -  степенью неустойчивости,
В дальнейшем будет иметь значение не степень неустойчивости, а 
его четкость. Из равенств ( 1 . 49)  следует, что если число от­
рицательных коэф(|}ИциентоЕ четное, то произведение С^..
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. . .  > о  и следовательно С? О , если -  нечетное
то С>1*С*г.-*• Си, ^ 0  и d c t  £  ^ 0  • Так как знак произве­
дения C-i'tv •• Си. совпадает со знаком o/ei С ^ то можно 
анализировать устойчивость^ не прибегая к преобразованию коор- 
динат. Г f\ ]

Пршлер. Пусть С -  | . o / e *tC - * *9-1]
Можно утверждать, что есть отрицательные коэффициенты устой­
чивости и число их нечетное. Поскольку размерность системы 
равна 2 , то имеется только одна неустойчивая координата. 

Пример. Пусть
с=

По критерию Сильвестра (а  он здесь применим, так как матрица 
симметричная), >= 1> Д а  -  -3  , *  1 4 .
То, что означает наличие неустойчивых координат,
^ О означает, что имеются две неустойчивые коорди­
наты.

о -3 Н .
.  2. л --i j

Влияние диссипативных И гироскопических сил на устойчи­
вость движения потенциальной системы. Пусть, например, у сис­
темы  ̂ =-’ 0 ,  Cz î -  О коэффициенты

Сг О ^ что означает, что Z ~  Q В.-О неустойчиво^
н =

Возникает вопрос: нельзя ли стабилизировать эту cHCTafvij', ' 
присоединив к потенциальным гироскопические силы, а именно:

2  4 + ? ^2 Сч ?>1 -  О , 

^ 2 “  ^2-1 + С г 2 г “  0
Составим характеристическое уравнение

oie ir - 0 Х ::: а/* t  (| % Сг) C-i C.2 =. G ,

Так как % здесь в четной степени, то кажд.ому кор- 
^  )[j будет соотве.тетБовать корень 7 t  Поэтому, если
действительная часть хотя бы одного корня не равна ну.яю, то 
найдется корень с вещественной положительной частью. Тогда 
устойчивость наступит только в том случае, если все корки 
характеристического уравнения чисто шимые, т .е .  о
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Для выполнения этого неравенства необходимо и достаточно, 
чтобы коэф(|»1Циенты характеристического уравнения удовлетворя­
ли бы услсвилм Сг> о , + Сг > О , ( С^) -
-  А С-( > О . ^  учетом Cl С 0^ С 2  ̂О эти условия сводят

ся одному условию | . '̂ ’аким образом, получаем
стабилизацию МС с помощью гироскопических сил.

Общим результатом относительно влияния гироскопических 
сил на потенциальную систему является г

Первая теорема Томсона к Тета. Если неустойчивость не­
возмущенного движения потенциальной системы имеет нечетную 
степень, то стабилизировать движение сиcTeMbvнельзя никакими 
гироскопическими силами (необходимое условие).

Действительно, поскольку никакими гироскопическими сила­
ми нельзя повлиять на знак det С ? то, если он отрица­
тельный, неустойчивость системы сохраняется при любых гиро­
скопических силах.

Добавление к потенциальной МС с гироскопическими силами 
диссипативных сил. Результат влияния диссипативных сил в этом 
случае выражается сле.дующимй теоремами Томсона и Т ета.

• Вторая теорема Томсона и Тета. Если невозмущенное движе­
ние . “г - 0 / ^  - 0  потенциальной системы устой^-шво, то 
при добавлении произвольных гироскопических сил и диссипатив­
ных сил (необязательно с полной диссипацией) устой^швость 
движения сохраняется.

Третья теорема Томсона и Тета, Если невозмущенное движе­
ние ■^=-6  ̂ В  = 0  устойчиво при одних потенциальных силах 
то оно становится асимптотически устойчивым при добавлении 
произвольных гироскопических и диссипативных сил с полной 
диссипацией.

Четвертая теорема Томсона и Тета. Невозмущенкое движение 
НгО/ Ъ = 0  неустойчивое под действием потенциальных и 

•диссипативных сил остается неустойчивым при добавлении любых

Понятие устойчивости (по Ляпунову), асимптотической у с -  
той^швости, а также других видов устойчивости, в том Ч14сле и 
диссипативности подробно изложены в. учебном пособии по курсу 
^Идентификация и адаптация автоматических систем” С9].
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гироскопических сил> если последние обладают полной диссипа­
цией.

Здесь диссипативные силы могут быть сколь угодно малыми. 
Таким образом, если неустойчивую систему стабилизировать ги­
роскопическими силами, то при наличии любых малых диссипатив- 
HbDc сил с полной диссипацией, то практически всегда имеет 
место, последше с течением времени разрушают достигнутую у с­
тойчивость, Устойчивость при потенциальных силах Томсон и 
Тет назвали вековой устойчивостью и соответствующее характе­
ристическое уравнение относительно -  вековш/-. Устой­
чивость же, достигнутая с помощью гироскопических сил, была 
названа временной.

Рассмотрим другие частные действия на систему различных
сил*

Одни гироскопические силы, т .е .  М 0  ̂ В этом
случае иевозмущенное движение 2 - О, О системы всегда 
устойчиво относительно скоростей. Если же d e t  то
зто эквивалентно устойчивости относительно координат. Причем, 
последняя устойчивость является конечно негрубой. Отметим, 
что если порядок матрицы Q -  нечеткое число, то Q 
тождественно равен нулю.

Гироскопические и дмссипативные силы, т .е .  9- -f-
* Если здесь матрица So -  неособенная, то 

невозмущенкое движение аеимптотически устойчиво относительно 
скоростей и устойчиво относительно координат. ■

Одни псевдогироскопическиеСнеконсервативные) силы, т .е .  
й  + Р 2  -  2 .  , Невозмущенное движение а этом случае всегда 
неустойчиво независимо от членов высшего. порядка (имеется в 
виду наличие правой части ).

Псевдогироскопические и потенциальные силы, т .е .  ^  4̂
+ С о ?  ^ Р г  = О- Здесь псевдогироскопические системы могут 
стабилизировать неустойчивую потенциальную систему, все за ­
висит от собственных значений матрицы Со f' Р   ̂ определяю­
щих корни векового уравнения#

Рассмотрим общий случай, а именно,

2  +  Ре 2  -4 -f Р 2  - ‘2 . • ,
При отсутствии чэлинейньгх членов [ Ц -  О) асимптоти­

ческая устойчивость системы по координатшд не может быт̂ ь д ос-
-^32 -  ,



тигнз^та без диссипативных сил.
Если clat то указанная система неустой­

чива при любых гироскопических диссипативных, ускоржщиз^ и 
нелинейных силах ,

Пример. Гироскопический однорельсовый вагон (рис. 1 .6 ) .  
Центр тяжести вагона Q 
находится выше рельса, поэто­
му координата Ц; неустой­
чива. По первой теореме Том­
сона и Тета гироскопически ста­
билизировать можно только при 
четном числе неустойчивых ко­
ординат. С этой целью в вагоне 
устанавливается подвижное коль­
цо К поворота (угол ) 
вокруг горизонтальной оси. Од­
новременно это кольцо является
подвесом гироскопа Г- Для осу- Рио. 1 .6
ществлеНйя гироскопической стабилизации искусственно обеспе­
чивается неустойчивость второй координаты . ll* с помощью 
установки в неустойчивое положение кольца дополнительного 
гр у за ■ L *  Однако имеются силы сопротивления. Согласно 
четвертой теоремы Томсона и Тета эти силы разрушают гирос­
копическую стабилизацию. Поэток!у вводятся силы другой рриро- 
ды, а именно: создающие ускоряющий момент (отрица­
тельное трение). Количественный анализ показывает, что можно 
обеспечитьасимптотйческую устойчивость движения вагона даже 
независимо от членов высшего порядка в уравнениях движения.

Г .б . Уравнения Лагража-МаксВёлла 
для электромеханических систем

Основные понятия и расчетные соотношения для электроме­
ханических систем (ЭМС). Известные методы установления ана­
логий (электромеханические аналогии) между электрическими и 
механическими процессами основаны на сходстве формы уравне­
ний движения в механических системах и электромагнитных це­
пях (ЭМЦ) и уравнения Кирхгофа динамического равновесия в
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цепях подобны уравншщшл динамического равновесия в МС. Поэ­
тому дифференциальные уравнеийл для цепей могут быть пред­
ставлены в форме V аналогичной уравнениям Лагранжа для МС.
Функшя Лагранжа при этом заменяется ка функцию Максвелла 
для энергии электромагнитного поля к вводятся электрические 
координаты С4.51.

Обычно поведение ЭМС описывается конечным число4М сосредо­
точенных накопителей энергии: точечных масс, катушек индук­
тивности и конденсаторов [4/5 ]. Для ЭМС с голономнши меха­
ническими связями наряду с механическими незавиеимши обоб­
щенными 'координатами устанавливаются аналогичные электри­
ческие независимые обобщенные координаты. При этом в соот­
ветствии с известиымй из теории цепей принципом дуальности 
[4 ,5 ] рассматрив^тея две группы электрических переменных 
(см. таблиив^), аналогичных перемен1Щ4 для Ш , в зависимости 
от того, какая из запасенных энергий электромагнитного поля -  
электрическая или магнитная -  отождествляются с потенциаль­
ной энергией, тогда как другая трактуется как кинетическая 
энергия т

Электромеханические аналогии

Механические
обобщенные
координаты

Электрические обобщенные переменные • 
групп аналогии ,

Первой 1 Второй

Координата I f Заряд ^ Потокосцепление ; ^

Скорость f Ток i  =  ^ Напря-жение . Е

Сила
а

Напряжение С 
обратным знаком
{ ИСТОЧНИКИ)-Е

Ток с обратнш зна­
ком Систочшки)

Импульс f Йотокосиепле- Заряд ^

Рассматривал таблицу, отметш , что в первой группе эл ек- 
тромехаимческих аналогий (электрическое поле потенциалтшо) 
электрические потен1щалы штаяогичны обобщеннш силам, а  токи -
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обобщенным скоростям, и эти переменные обычно рассматривают 
в ЭЫС с электрическим полем связи, тогда как во второй груп­
пе аналогий (магнитное поле потенциально) электрические то­
ки аналогичны обобщенным силам, а электрические потенциалы -  
обобщенным скоростям, и они чаще используются для электро­
механических систем с магнитным полем связи.

Общее число t  независимых механическ>тх 5|ц
и независимых электрических координат называется
числом степеней свободы 9MG. Для связанной &МС вводится пред­
ставление об электромеханической связи, отражающей тот факт, 
что полная запасенная энергия электромагнитного поля Wem. 
является непрерывной функфей ^ н свеш ой  конфигурац̂ ^̂ ^̂  ЭМС, 
определяемой значениями механических (и не зависит от ее 
динамического состояния и предыстории), а изменение запасен­
ной электромагнитной энергии приводит к возникновению обоб­
щенных сил электромеханической связи ( j  еж» являющихся не­
прерывными фуфциями обобщенных механических координат 
и электрических .независимых переменных ^  (или )
причем все эти функции непрерывны и взаимно однозначны, не 
учитывают гистерезисы, а электрическке потрри рассматриваются 
отдельно

Отметим также, что- в ЭЙС с сосредоточенными параметрами 
процессы в электрическом и магнитком полях, возникающие при 
преобразова1Нии электромагнитной энергии в механическую, мо­
гут рассматриваться независимо.

Предполагаетсн, что полные зфасенные магнитная Wnv 
и электрическая W o  знергим. бпределлются только пере­
менными лр [ I ) ; ^/ или 5  соответственно и
зависят только от конечных значений этих переменны:  ̂ (не за ­
висят от пути интегрирования). Обычно W e  вычисляются
из условия, что сначала в ЭМС совершается механическое движе­
ние при поддержании потокосцеплений (токов) равными нулю, а 
затем подведением энергии от. электрических источников оно 
приводится в конечное электрическое состояние ( Ц / -постоян­
н о). В этом случае запасенная энергия магнитного и электри­
ческого полей вычисляется по следующим фофулам в переменных 

и  соответственно:
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( I .5 I a )

W rn (4 ',ii/ ) -  j ' ^ r ( v ,  I j)  dw. ( I . 516)

Здесь и далее переменные, по которым не ведется интегрирование 
фиксированы. *

Наряду с запасенными магнитной и электрической энергиями 
рассматриваются магнитная и электрическая
коэнергии, которые определяются в переменных
соответственно

(1 .5 2 а )

(1 .5 2 6 )
w S ( r , < ( , ) = r y ' ( i ^ ) c i i ,

причем написанные соотношения справедливы ввиду непрерывности 
и взаимной однозначности функций и
пустшлой области изменения обобщенных механических и электри­
ческих координат.

Используя (1 .5 2 а )  и ( 1 .5 2 6 ) ,  можно представить и
W e через независимые координаты 1 ) 

ственно в виде

W 1 ' ^  -  U/ '

Соотношения (1 .5 3 а )  и (1 .5 3 6 ) выражают связь между энер­
гиями и коэнергиями магниткого и электрического полей. .

Обобщенные силы электромагнитной связи, обусловленные 
изменением запасенных магнитьшх или электрической энергий, 
вычисляются из рассмотрения элементарной работы на виртуаль­
ных механических перемещениях (вдоль координат ) .  Так 
элементарная работа магнитного поля на виртуальных перемеще­
ниях' вычисляется в переменных 1у0\̂  как

l ;  cy И соответ-

( I .5 3 a )

(1 .5 3 6 )

где “ Ъс  ̂ вектор обобщенных сил элек­
тромеханической связи, обусловленных изменением запасенной

уа„  ,  I M i i .» ) ,  
*9 Ц/W f m I (1 .5 4 a )



магнитной энергии. Элементарная работа электрического поля 
на виртуальных перемещениях в переменных £ ,  равна

д Д с -  Н  (1 .5 4 6 )
п  /г- ^

где Цб.15" ;ф )~  обобшешпях сил
электромеханической связи, обуелоблетш х изменением запасен­
ной электрической энергии.

Используя соотношения (1 .5 3 а )  и (1 ,5 3 6 )  ̂ молено перепи­
сать получешше соотношения для обобщенных сил электромеха­
нической связи соотЕетственно:

п  fr
ЦМц/)- -

вектор обобщенных сил электромеханической связи в маг^нитном

Q eU ,% )=^- - T ^  t  -  (1.556)

вектор обобщенных сил электромеханической связи в электричес-. 
ком поде.

Кроме того , можно получить выражешя тех же. сил через 
другие координаты, т .е .  :

Э1У| (»,!») . э т ^ у ) , , , :  (1.5«>

Все проведенные расчётные соотнесения ( 1 . 5 ^ а ,б )
(1 .5 6  а ,б )д л я  обобщенных сил электроыехвнической связи^ полу­
ченные по различншл вьфажения^  ̂ запас9ННШ энергий и коэнер- 
гий (1 .5 1 а ,б )  -  (1 .5 3 а ,б )  в тех или иных переменных из пер­
вой или второй группы аналогий в Бычислениях дшот идентичные 
ре4^льтаты* Анализируя их, можно обнаружить, что они д^^альга 
в .силу известного принципа дуальности для цепей и все. выраже­
ния энергии, коэнергйи и обобщенных сил электромеханической 
связи в магнитном поле (величины с индексом ) идентичны 
выражениям соответствующих величин в электрическом поле (с 
индексом в J j  если: в них заменить кезависимые переменные

на ^  к i  на Е  j  а  также поменять местами ин­
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дексы
Пример. Цепь с L  С -элементами, Потокосцепление вы­

ражается через или 1 а
заряды на конденсаторах -  через С{( )̂ Б или

где ) С(с̂ ) ~ положительно определенные в до­
пустимой области изменения' функциональные матрицы, сос­
тавленные из собствеиных и взаимных индук­
тивностей и емкостей  ̂ зависящих от механических
координат -  диагональная матрица
В этом случае запасённая магнитнак(электрическая) энергия 
и коэнергия являются квадратичными формами электрических пе­
ременных и соответственно равны между собой

W e = o . 5 e ’' c ( f i €  = t v

Обобщенные силы электромеханической связи, возникающие 
при изменении геометрии ЭМС с линейными электромагнитными це­
пями, должны определяться по запасенным энергиям из вираже-

Уравнения Лагранжа-Маковелла для электромеханических сис­
тем. Рассмотрим разветвленную электромагнитную цепь, содержа- 
иую К.4 катушек индуктивности и конденсаторсв^ те
и другие в общем случае имеют изменяющуюся конфигурацию, 
определяемую механическими и электрическими ^  (или

) координатами. Рассмотрим для определенности первую груп­
пу аналогий. Пусть число независимш контурных токов равно Л 
Г х [14 ) - v‘ ‘ *) а'независимые заряды

.̂ ..̂ ^̂ ^̂ ‘j ’̂ jCOOTBeTCT  ̂ контурным токам, определяютея как 
S + -$6iT lu . Характеристикой магнитного 

поля в приня'&й группе аналох'ий является магнитная коэнергия, 
вычисляемая по выражению (1 .5 2 а )

W Z  ‘р) -  H'i 1Ц) die J _  (1 .5 7 )

где -  потокосцепление t -й катушки, a i  t -  ток в
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( -й катушке, который, вообще говоря, не является компонен­
той вектора J.  ̂ а представляет собой алгебраическую сумму 
нескольких контурных токов, протекающих в ветви с с -й 
катушки.

Характеристикой электрического поля в принятых перемен- 
ных I  является электрическая энергия, которая вы­
числяется по выражению ^

W t (1С^) = J  (1.58)

где -  напряжение на j  -м конденсаторе, а
заряд на j ~м конденсаторе> определяемый алгебраической сум­
мой контурных токов ветви с конденсатором (не является компо- 

юнтой вектора ^ ) .
Рассмотрим электромагнитный процесс в $ контуре 

цепи, обтекаемом независимьйи током i j .  Суммарное потоко- 
сцепление £ -го  контура (l/ ij') равно алгебраической 
сумме потокосцеплений катушек индуктивности, содержащихся в 
контуре/Отметим, Л1ТО в общем с л у ч а е ^  когда

/ S - 'i.-V ' ' .
Таким же образом введём для S -го ' контура сушарное 

напряжение Е на конденсаторах, содержащихся в контуре
g  ̂ причем и здесь £ j  , когда

Рассеяние энергии в цепях учтем суммарным падением на­
пряжения на активных сопротивлениях в S
контуре.

Если в S -м контуре имеются внешние (управляющие) 
источники напряжения, то их суммарное капряжание обозначим 

через Е 5 (^ .,1 , e v .t)  •
Запишем ди(|х|)ереыциальное уравнение для S —го конту­

ра по второму закону' Кирхго{!)а:

C|/j+£ 5 ( ^ 9) -  Е S 1/ , s . (I-59)
Запишем ( 1 .59) в векторной форме Для всех контуров .

ф  (1.60)
где -  -мерине векторы контурных
величин. I  V
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в полученном уравнении (1.60) Учетом (1 .6 7 ),(1 .5 8 )
_

1 Г ~ ~  ' ( I .6 I )ФС;1-) =

( 1 . 62)

Тогда уравнение (1 .6 0 )  о учетом i l . 61/, (/.bid) переписы-

W ^ i  - -  ~ w f

Подобно (функции Лагранжа ( 1 . 19) введем функцав Максвелла

L 4 % U )-w ‘: t t ‘i)-wd'$,v),
и уравнение (1 .6 3 )  запишем в ви̂ це

совпадающего по форме с урадшннем Лагранш ( I . 20) ,
Заметш> в уршнешй (1 .6 3 )  , С1 ^Ш) мош^  ̂ быть явно 

внесена независимая переменная *t (врем я). Яри этом по луг 
шм уравнеше нестационарной електромагштио̂ ^̂ ^̂ ^̂  в той же

(1 .6 4 )

(1 .6 5 )

форме-.
Отметим также, что в силу принципа дуальности мощш за ­

писать дифференциальное уравнение злектромагмитнрй цепи э 
обобщенных неаависщщх перемеынщ -  t  з ^ о о тветст-
вуюшх второй группе анадргий, формально заменяя в В1# а д е - 
ниях ( I .6 Q ) r ( I .6 5 )  ^  на и ^
поменяв индексы и ‘

Введе1Ш9 функции Максвелла позволяет записать сушарныа 
обобщашше силы електромеханической связи в электромагнитном 
поле, получаемые наложением действия связей магштиого 
(1 .5 4 а )  и электрического (1 .5 б а ) полей в виде

Qewi(t)?/<̂ /) (i-бб)
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Ояончатальйо, учитывая выракекие (1.66) на основе уравне 
Р 1Я ( I . I 8 )  с иодстановкой (1.20) и уравнения (1.65) получим 
о и с т ^  векторных уравнений ЛагранжаЧлаксвелла для ЭМС (в пе- 
ременн|« ^

Уравнения Лаграша-Максвелла С {,67) являк>тсл об­
щей векторно-матричной ЭМС и представляет собой t-И е 
Mept^e сйстец!^ дифферент уравнений второго цоредка, 
разрешаемых относйтельно вторш производиш по времещ обоб-^ 
щ еньш  м к т т в с ж т  и електрнческнк координат.
Они дашт единый способ составления дифферемцналыш уравнений 
двитения нединейнш й настацйонар^шх электромекенических объ­
ектов и электромехадачосщх си ст е м .': , '

Пршер. ЭЩ с шлинейнш преобразованйш и упругой свя- 
3fe»':tpHC. 1 .7 ) . " . ■■■

. : /Рис.:1 .?^  ■;

ЭМС состоит из маятника длиной 4
Рис. 1.8

и моментом и 
подвеса с массой  ̂ приводймда в движеше с помощью т т -^  
тромагнитного яресбразователяу представдяющбго собой электро- 
магнит1̂ ю систе!^ с втягйвавдимся В1̂ трь пдунжер̂ ^̂  к которо-



му жестко прикреплен подвес. Подвес соединен возвратной пружи­
ной с жесткостью и демпфером > 14  с неподвижным ос­
нованием. Учтем также вязкое тренйе в оси маятника О4 коэф­
фициентом  ̂ а потери в электрической цепи учтем активным 
сопротивлением ^ ,

Поместим правую систему координат O d y i  так, что­
бы ось O i  перпендикулярнал плоскости рис. 1 .7 ,  совпада­
ла с осью вращения маятника, а ось О х  направлена вдоль 
движения подвеса -  плунжера, начальное положение которого со­
ответствует недеформированному состоянию пружины. Обмотка 
сердечника подключена к источнику напряжения

Составим уравнения Лагранжа-Максвелла. На рис. 1 .8  по­
казано мгновенное положение подвеса^ когда пружина сжата. 
Считаем также 0<, Ог центрами масс Ж W  Уравнения 
связи их радиусов-вектороэ ^  О 

ъ   ̂у 0 3 ^  выражают неизменность длиш маятника и по 
теореме косинусов

где ^ 0: угол отклонения маятшка от вертикали ( с  положи-
тельнш направлением отсчета против хода часовой стрелки).
Из (а ) видно, что механическая часть ЭМС является голономной 
стационарной й имеет две степени свободы ^

В качестве Независимых механических координат выберем 
абсциссу точки подвеса и у г о л  -
“ j ’ Выражая i s  t
ные координаты, получим

Кинетическая энергия МС равна с учетом (б)

Г^'* Л Т  < 1 0 ^  *2

W j J (в )

Потенциальная энергия силы упругости по (а )  равна 
5  (̂ су) :i 0,5’ С Q/f ,  а потен7дйальная энергия'поля силы 
тяжести равна работе этих сил при перемещении массы с
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уроенЯ| соответствующему мгновенному положению маятника, на 
уровень у * , о ■ ^

^  -  Ш г , ( г )

где -  ускорение свободного падения.
Потенциальная функция МС равна

C 0 i f ^ . W

Отметим, ЧТО матрица

з ш  .  о ■

L О
симметричная, т .е .  функция (д) -  потенциальная^нкция. 

Вектор потенциальнш сил равен по (г) или (е )

Q'(W = W
где первая составляющая представляет собой врсстанавливаюй^ю 
силу пружины! действующую в направлении “" ^ 4  & вторая -
восста1|авливающий момент силы тяжести! действующих в направ­
лении ~ ■ . ■ ' ' ■ ■ '

Непотенциальные силы вязкого трения по (1 ,1 3 )  равны

Q ' ( # =  С - Ч .
а силы электромеханической связи вычислим^ рассмат­
ривая процессы в электромагнитной цепи*

Электромагнитная цепь имеет один йваависимый контур с 
катушкой индуктивности, поэтому “ I* Следуя первой
группе аналогий, за  обобщен1̂ Ю координату примем эарад ^   ̂
протекающий через катушку! а ток в катушке равен ^ а . Т

Учитшая магнитные сопротйБления^^  ̂ и  ̂ полагая
при этом, что магнитная проницаемость стала много выше, чем 
воздуха и пренебрегал рассеянием и краевьа1и эффектами, запи­
шем выражение йндуктивности как функции переменной

д о

где Sv, За ­
витков; •

Ц  S(

Ш  — числоплощади aasopoBlvtj */
• магнитная проницаемость воздуха; о| ^ 4*“



геометрические размеры.
Представляя функции Максвелла (1 ,6 4 )  через магнитцую 

коэкергию ( 1 .5 7 ) ,  получим

(Г,,)- - Й » ) I rfi > 0,5 ^  л  *,

Активные потери в обмотках уадтываются в виде и  » 
» ^ g r  , Обобщенцузо силу электромеханической связи, являю-
п^юся управляющей силой маятника, найдем по ( 1 . 66)

, 0 ] ^

Уравнения Лаграьаа-Ма1ссвелла для рассматриваемой ЭМС сле­
дующие:

Q (i|) 4  Q (j )  + jA . _ (ж)

-(з)

Представшл эту систему в явной относительно ф за ­
писи, Используя соотношения (1 ,1 6 )  и ( в ) ,  получим

W  r n t C C o s ^

Ш  ^ ^ J  ' , (̂И)

A  ( ‘J',0J/) S  ? »V ^ a  ) O J  \
V4  -  т ,% s —  момент инерции маятни­

ка относительно оси noABecia. '
Записывая Vж) в форме (1 .2 2 )  и дифференцируя 1 з ) ,  полу­

чим нелинейцую систему дифференциальных уравнений пятого по­
рядка, оиисывакйцув ЭШ в переменных i  ’

t  гЯг'С -  иг^-С Ц/\ -

= Ч -t -С  t  OiS  ̂ I

Ctf'z.f -  Ч гф а  )

+ » 3 I =  Е Ч .
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Приведем систему (к) к нормальной форме относительно 
вектора г ^  ]  Для этого представим урав­
нения механической части ЭМС с учетом (и) в виде

^  6га((!/;ф) 4' + А '\ ^ )  А ф ) ,
а  уравнение тока перепишем

Здесь А'^ Q^hi -  линейно относительно то­
ка I  . Последние уравнения примут вид:

^  ̂ А 6»и. Ф‘•'̂ «и-1 ^

где

3  -  t  С0^(^2

иг

В>М. {^|Ф ) - о . 0 miCjif ŝin%

R(^oi (hi)

Вводя обозначения Of и = %rf » ^ 3  =
U s - T  j U -  и выполняя необходимые преобразова- ^

ния, получим уравнения ВМС в нормальной форме;
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^ = 1  f  д

где

F(x)=a

0  ,, 0 ) ' i V  ., 0 . 0

0 , 0 ) 0 . t  , 0

.  i -  , Сй̂ * , i i  , JL
Д 9^н эса ^

^Лг

Qpgg

2(|pfOC^^

t  . д ,Х у сой

^ X ifn C ta  i i l i e  ’ -*^аЭ"’4  2 (|/з? 4 )Ч

О > О ) О  I О , Ал,(|р+г^)^

-4Я(|р-»Я-))С|,'^

C , W = l l >  0 0 О

(lf&~ coS^^z^ , }fz ~ *^/vv>2
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2 . УПРАВЛЯШШЕ ЭЛШШЮМШНИЧЕСКИЕ1 СИСТЕШ С 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ МАШИНАМИ В КАЧЕСТВЕ 

ЭЛЕКТРОМЕХАШЧЕСКИХ. ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ .

В этой главе рассматривается построение управляемых элек­
тромеханических систем с электрическими машинами, нашедших 
широкое применение в практической деятельности и промшленнос- 
ти. Предварительно даются необходимые сведения о характерис­
тиках электрических машин и их моделей на основе уравнений 
обобщенной электрической машины. Из всего многообразия элек­
трических машин выбраны как наиболее простой и широко приме­
няемый двигатель постоянного ток а;

2 .1 .  Основные характеристики электрических машин

Электрическая машина характеризуется зааисишстя^ш, свя­
зывающими электрические и механические переменные^ Принято рас­
сматривать следующие характеристики:

а) электромеханические характеристики
либо (у  п  ф )  ф  -  обобщенная механи­
ческая переменная электрической машины ( у г л о в о е  положение ва­
ла мшины); X эч “ вектор токов электромагнитных цепей 
машины (о<^оток статора и ротора) ; ^  -  8ектор-|о^нк-
1р й , достаточно гладкие по своим аргумещам;

б) механичес1сие характеристики М  f  { ^ )
Ш  -  W  Н “ электромагнитный момент •

Рассматривают статические и динамические электромехани­
ческие и кеханические характеристики. Статические харш те|^с- 
тйки оаределяютея из у с 1^ € ш в н в т р о с я  с о с т я и т  о м е к ^ щ ч е т о й  
машина, описываемого алгебраичесшаш у р а в и е ш ш и  Динамичес­
кие характеристики описьшают переходные процессы 3 электри­
ческой машине и находятся из ревений соответствукдах диф ^- 
ренциальных уравнений.

Совокуш1ость мехаш1чеок|£х и электромеханических характе­
ристик определяет свойства электромехшической связи в ЭМС.
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2 .2 .  Двухфазная обобщенная электрическая машина 
постоянного тока

На рис. 2 . 1 . показана 
схема обобщенной двухфаз­
ной электрической машины 
постоянного тока. Оси 

1̂  скреплены со статором 
и обычно неподвижны, оси 

oi, 0)/ скреплены с подвиж- 
Hbff4 ротором, d - п р о ­
дольная, -  попереч­
ная о сь , vp -  угол пово­
рота.

Обьршо принимаются 
следующие допущения : 
магнитная цепь электричес­
кой машины ненасыщена; 

рассматриваются первые гармоники несинусои,цальной ЭДС обмоток; 
ротор может быть в явнополюсном и иеявнополюсном исполнении, 
при этом явнополюсность учитывается первой гармоникой МДС в 
зазоре; имеется полная симк1етрия электрической машщы относи­
тельно взаиминдукции статора и ротора, т .е .  эти взаимоиндук- 
щи одинаковы. .

Введем следующие обозначения индексов: i; J  ̂ ,
2. су . Тогда обозначает потокосцепление обмотки,

например, ^ioi -  потокосцепление обмотки 4 сЯ  ̂ -  по­
токосцепление обмотки ^

Для кадцой обмотки (статора или ротора) можно записать 
уравнение 1шрхгофа

"H i' +  ^ ^  ) ( 2 .1 )

где Ml -  напряжение внешнего источника; -  активное
сопротивление обмотки; i ;  -  ток в { -  й цепи.

Электромагнитный момент, создаваемый на валу ротора обоб- 
шешой машины является частной производной по от запа­
сенной в электромагнитных цепях магнитной энергии (коэнергий)

I/. т .а .

Рис. 2 .1



) (2.2)

гдэ f'sjfi” P*^^ ) Р*  ̂ -  число пар полюсов ротора;
ф -  угол поворота ротора»
Одновршенно уравнение (2,2) выражает электромеханичес- 

кую связь электромагнитных цепей МС.
Потокосцепление L -й обмотки равно

« . 3 )

где 1.Ц -» собственш е ( и взаимные
значения иццуктивностей обмоток» Здесь ивдекс {, соответ- 
отвует обмотке, токи которой наводятся ЭДС взаимок!Ц^Ш4ИИ в 
обмотку j  и наоборот.

м SS 0 .
т»е .

Очевццно, что если в (2 .3 )  ^ COHl't ^
Поэтому в общем случае L{j -  ^ н к 1Д!я и t

L(i~ i ( 2 .4 )

в  частности, при вращении ротора пстокооцеШ18ше изменяется

1̂ 1 = 0,^ ^  ^ I ^  -  i  .
' (Sic*. и waf. ( 2 .5 )

Подстановка в уравнение ( 2 .1 ) потокосцеплекия (2 .3 )  дает

(2.6)

где по (2.5) «\ I
X ,   ̂ (2  7)

Результирующая ЭДС, наведенная в обмотке в результате вреде-
ш я , “ так называемая протнвоЭДС.

Соотношения ( 2 .2 ) ,  ( 2 .4 ) ,  (2 .6 )  пр8дставл1шт собой 
уравнения обобщенной двухфазной двухполюсной электрической 
машины, связывающие элект*^ю1Ш'ниткыв процессы с механически­
ми, Конкретизируя их, в частности ( 2 ,4 ) ;  для различных элек­
трических машин, можно получить различные уравнешя элех1тро- 
механмческих связей .
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2 ,3 .  Электрическая машина постоянного тока с 
независимш возбуждением

Эта электрическая машина (ЭМ) является наиболее распро­
страненной Б настоящее время при использовании ее в нелиней­
ном механизме различьшх электромеханических систем, например, 
для промышленных роботов, станков с числовым программным уп­
равлением, электроприборов антенных установок, испытательных 
стендов механических узлов и т .д .

Особенностью этой ЭМ является наличие коллектора, меха­
нически коммутирующего теки роторных обмоток с частотой комму 
тации (рис. 2 .2 ) .

Здесь ДО -  дополнительная об 
мотка, расположенная на ста­
торе, для улучшения процес­
сов коммутации; КО -  компен­
сационная обмотка для ком­
пенсации потокесцепления, 
создаваемого от ДО. При за­
писи уравнений их учитывать 
не будем. ОЯ -  обмотка якоряРис. 2 .2

Как частный случай обобщенной машины тлеем:
^fei "  0^ Ms, Viol т Ггс| -  Гя;

Последнее равенство записано в силу симметрии. Тогда с учетом 
( 2 .1 ) ,  ( 2 .3 ) ,  ( 2 .6 ) ,  ( 2 .7 )  получаем

l(g  -  ^
(2.8)

где /_рз
Здесь

М -  Рл Ц з  - з з 1 я ,
-, взаимоиндуктивность обмотки якоря и возбуждения

К ф ш  = е

КФси=М.
(2 .9 )

и аналогично

где конструктивная постоянная ' 
число активньк проводников якоря, 
ветвей обмотки якоря;

pa/V/a7(ft, /V-
уУ -  число параллельных

q , . -  0J -  угловая частота вращения. 
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(2 .1 0 )

В нормальной форме уравнения (2 .8 )  с учетом (2 .9 )  и 
(2 .1 0 )  имеют вид

в  частности, из ( 2 ,9 )

Г я 1
R b 7 >

К срГя , Ср г: к  cjo 1 g у

(2 .1 1 )

По уравнениям ( 2 . I I )  легко составляется детализированная 
структурная схема рассматриваемой ЭЫ, изобракенная на рис.2 .3

Рис. 2 .3

2 ,4 .  Электрсмеханические и механические динамические . 
и статические характеристики электрической 
машины постоянного тока с независимым возбуждением

Электромеханическими и механическищ характеристиками 
называются соответственно зависимости (и)) , Ц) (̂ я) ^

М (и^) , . Для их получения второе уравнение из v 2 .8 )
залишем для динамических электромеханических характеристик 
как
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■ш г -h -  g

с и -
Мя _

K;l(cf>r^ К 1( 5̂ Г В
Г .  -

l l _

L я

1я , ^

К К ф  Хв
ХЯ

 ̂ ( 2 . 12)

для динамических механических характеристик -

Ц -  (КК.Ф _  Й

0)=.
К К ф 1 &  (К К ф  Хй)^ К К ф 1 р  

Прирав.чяв производные к нулю в ( 2 .1 2 ) ,  ( 2 .1 3 ) ,  легко по- 
joy4HTb статические электромеханические и механические харак­
теристики ^

Т  ^ 1! Кф Х в /II
Х я ^ - т - И я -  ....W ,

L  Я
И

(2 .1 3 )

(JU =■
Ыя

КК. ф i в
Д 1 . тX я 1

К К ф 1 в

М -  Ж Ф - 1 в  VI.  -  (ЯК- ф. 1 в ) ^
' ' ■ Яя

Си=^ - Й г -  -  / - : - | ^ р И

(2 .1 4 )

(2 .1 5 )

К К ф Х в (К К ф  1 в ) ^

Для рассматриваемой ЭМ ф  ^  toiAî  ц соответствующие 
статические характеристики имеют следую‘(1̂ ю гра(|)йческую интер­
претацию (рис. 2 .4 )

Р и с ..2 .4  
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Здесь значение Шо соответствует скорости холостого хода 
 ̂ М -О  ) и равно КЗ (ii. 1 4 ) ,( 2 .1 5 )

cU o= U^/ К Ф  .

Режимы работы ЭМ постоянного тока (прг: con î ) ,
А, Двигательный режим, при котором О L Ш luOo и 

•€. £  11й ‘ Статическое уравнеше двигателя имеет вид:
Ия = 1я ^  ' Умножая последнее на полу-^
чаем

Р т+  Р и  >
где -  потребляемая мо1щ-!ость; Рт «
= Кя I /  “ мощность потерь; Рм= = ГяККфХв^ =
-  И OJ ’̂ механическая” мошность.

При Си ^ О имеет место ток короткого замыкания

1 к9 ^  ̂ который опасен особенно для мощншс ЭМ.
Б . Генераторшй реж1Ш или режим регунеративного тормо- 

же1шя, при котором ШУш& и Ij»;̂  , Статичес-»
кое уравнение баланса напряжений имеет вид £ -  
и соответствует при умножении его на Х 9 уравнению ба-- 
ланса. мошоотей- / . '

Рт ■
в . Режим протйвовклетения, при котором Wl O  ̂ т .е .  

якорь двигателя принудительно вращается в противоположн^/ю 
сторон] '̂. Уравнекие баланса напршкений в этом случае Ug4 t 
~  ̂ ypaEHeMPie баланса мощностей

P , - f  Р а =  Р 7 .
F . Режим динамического торможения, когда якорная цепь 

коротко зш4ниута. В этом случае 2 £ -  О ; где
-  сушларно8 сопротивление якорной цепи, и

Р и -  Ят '  о -
2 .5 .  Способы регулирования статических меха^нических 

характеристик электрической машины посто.янного 
тока с независшу1ым возбуждением

Основное соотношение ’ .......... . .
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А. Регулирование частоты вращения изменением сопроти!^-- 
ления якорной цепи (постоянный пуск). Принцип регулирования 
иллюстрируется на рис. 2 ,5 .

Последовательнш исключением 
секций дополнительных сопротив­
лений в якорной цепи двигатель 
разгоняется до скорости 
при контроле релейной или дру- 
гой системой токов T f  и • 
При этом Фнон ^
= СоиН и 4 4) Гнои *

Б. Регулирование частоты вращения изменением напр^шекйя 
якорной цепи. Здесь и ф  -  Ф йои ,

О 4  результате вариаци  ̂ М я получаем ряд
зависимостей tu  ( 1 я  v Ы ^(Ш) Щ\) (рйс, 2 . 6 ) .

^  Ы М )
Рис. 2 .6  Рис. 2 .7

В. Регулирование частоты вращения изменением (ослабле­
нием) потока возбуждения. Из соотношения (2 .1 6 )  видно, что 
при постоянстве *М й  ̂ R g . частоту вращения можно изменять 
(увеличивать) ослаблением потока* Обычно магнитные системы 
возбуадения ЭМ близки к насыщению и изменение потока ф в 
сторону увеличения практически не применяется.• Позтô ŷ при­
бегают к ослаблению в 3 -5  раз потока, которое дает регулиро­
вание частоты вращения вш е основной частоты й)о (рис. 2 .7 )  
Основным недостатком следует считать разное ухудшение условия 
коммутации со зкачительньвл сокращением границы области. Мак- 
сшально допустимых токов якоря, а также эквивалентное изме­
нение параметров ЭМ.
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2 ,6 *  Задача управления динамикой электромеханических 
характеристик электрической машины

Ограничимся рассмотрением ЭМ постоянного тока с незави- 
симш вбзбувдением. Для этого дополним дифференциальные урав­
нения (2  Л I ) дифференциальными уравнениями МС . Возмоашо, что 
присоединенная МС будет упругой. Пусть в простом варианте -  
это двухмассовая (с  сосредоточенными параметрами) упругая МС, 
состоящая из двух дисков с моментами инерции и и
с произвольной связью с жесткостью с  . Кроме того, вве­
дем 4  и 4 4  ̂ pla -  коэффициенты внутреннего и внешнего 
вязкого трения. Пусть момент двигателя приложен
к оси первого диска, т .е .  оси двигателя и первого диска свя­
заны, а момент нагрузки Ми, противопологшый по знаку 
относитадьно момента Н , приложен к оси второго диска.

По правилам составления уравнений упругой МС и с учетом 
уравнений (2 Л 1 )  запишем

 ̂ -  +,Тв ig  ig = Wb V I
-f (i^- Ф) -  H a  M|,

( 4  + rfa)(^a ~ '^ 4 '!

(2 .1 7 )

где -  угловое положение ротора ЭМ; -  уг­
ловое положение оси второго диска; -  обобщенные
координаты упругой МС; Т я  = <^я/^Я “ постоянная времени
якорной цепи; '|“д i  Z.fi/i?S “ постоянная времени цепи в о з- 
буящения;

Обычно делают о гр ^ ч и в а я с ь  регулирова-
ггаой ЭМС через изменение подводимого напряжения якоря ,

Вектор состояния ОС. такой ЭМС обычно составляют из 
компонент : , или CUi ) f4 ,  Mij, tU a  / где

Если коэф(|иЦиект жесткости упругой связи G- , то
уравнения ЭШ (2 .1 7 )  будут иметь вид
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* i
Т я Г я - "  ' ^  f M j T 'K K c p I s ^ j  ) j

 ̂ I
4* ♦

+ q '2:4 M - Ми ,
•) ф -fc fa  , % -  cf̂ a

(2 , 18)

Вектор состояния !X может быть составлен из к о щ с- 
немт CV^T^f Tg в 1 8 ) ,а вектор упраБления будет Ы »
= как и раньше Ufj -  С0н|4  ̂ то век-
тор состояния Х =  Сч/.<я^,1яЗ^ “ W - Ня-

Задача управления динамикой ЭМС в общем виде формули­
руется;

1) задание цели управления черев равенство (неравенст­
во) относительно выбранной фикции качества Q С '

2) построение закона управления \д » U обеспе­
чивающего цель управления.

В частном случае стационарной системы можно ограничить­
ся линейныгли законшлй вида % Dt \ где -  мат­
рица козффициентоБ обратной связи. К ним отноеятся^^^6,7|^'] 
модальное, оптимальное' управления (минимизация'интеграль­
ного квадратичного критерия), а также другие специфические 
задачи.

2 ,7 ,  Принцип подшненного регулирования

Принцип подчиненного регулирования является инженерной 
базой в построении законов управления, реализуемых пропорщ^о- 
нально-интегральнши (Ш -) ,  про11орцйональна-интегрально~ди(ф- 
ференциальньйли (ШЩ-) и пропоршональньни (П-) регуляторами, 
чрезвычайно распростракенныш в промышленных системах. Прин- 
Ц1Ш представляет собой частный случай модального управленрш, 
но с учетом сп8ци(|й1ческих особенностей: управляемый объект 
представим произведением апериодических и интегрирующих 
звеньев вида  ̂ ( К > Т  -  параметры);
по выходной переменной кавдого звена организован контур е 
Ш4-, ПИД- иди П-регулятором, причем образуется система
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вдотеинш: подчинэкнык друг другу по быстродейстЕию контуров, 
т а щ х , что кавдай В1-|утре1сшй контур обладает максима51ькым, 
исходя нз устойчивости и помехозапшщеШ“10стй, бистродействйем* 

додчйненкого регулирования сформировать заданную 
дина^пнсу в виде численного распределения шлюсой аамкн^'той 
си ст ем а ,.;

Передаточные функции регуляторов й р|Р) ^
^ р (р ) -  p j р - Comi ty б ) -- Ш-регулятор) I

(^р(р) -  Р CoiiitC^O) (Ш '-регуллтор);

Qp(!>)
4«i T jj j=  1,3 —• (Ш'Щ-регулятор).

Последний регулятор иногда применяется для объектов с пэре- 
даточгюй (й'пкцией — — !S--------- :—  у j  ^

Расчетные структурные схемы контуров с инерщюиншш и 
интегралыдайи званьями даны на рис, 2 ,8  и 2 ,9 ,

Рис, 2 .8  Рис, 2 *9 .

Здесь ПГд S.Tt -t ?-Tj  ̂ - сумма малых неучтенных
постоякньтх врешни а1̂ ериодичес̂их звеньев; £Т,’ “ суша
параметров запаздываш1я| Т *• постоянная времени объекта;

к  *  коэф(|тцибнт усиления прямой цепи; j<  ̂ -  нозф ^-
циент передачи датчика выходной переменной звена.

Рассмотршл все случаи применения П-, Ш^-рэгуляторов, 
обеспечивающих заданный вид передаточной функции в контурах* 
показанньос на рис. 2*8  и 2 ,9 .

а) Ш1-*регз^лятср с апериодическим объектом (структура -  
рис. 2 .8 ) .

Передаточная функция замкнутого контура равна
_________ _____________________

kkg (tP+1) (Хйр j { Т р + 0
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При выборе

получаем

/  V " -- i * (2 .2 0 )aT5up® + аТ;<Р +1

Если в (2 ,2 0 )  положить 01 >= 2 , то значения корней ха­
рактеристического полинома t  j /йТд соответ­
ствуют баттервортойому распределению корней на левой полу­
окружности комплексной плоскости с радиусом Ц>о ^  .
В технической литературе за  выбором X и р по формулам 
(2 .1 9 )  закреплен термин ’’оптимум пЬ модулю” ^ 6 ^Ь} при та­
кой настройке контур имеет равномерную полосу пропускания, 
равную ( а)  о .

Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика 
(ЛАХ) разомкнутого контура с указанными настройками дана на 
рис. 2 .1 0 ,  а реакция замкнутого контура на ступенчатое уп-̂  
равляющее воздействие при различных значениях параметра Q, -

б) П-регулятор с алериодическим объектом (структура -  
рис. 2 ,8 ) .

Передаточная функция замкнутого контура равна

с  (р,)- _________ Р к  _ • У к э

V  р к 1 ч д +  [ T ^ p t i ) ( T p + < )  ’

Характеристический полином перепишем в виде
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Р к Kg Г  ̂ I'g к *<0
Полагая к к g  ̂ ) , ЧТО как правило, реально
хорошо выдерживается, и выбирая С1 и ^ , как и раньше, 
по соотношениям ( 2 .1 9 ) ,  получаем С |з(Р^ ? совпадающую с 
выр^ением ( 2 .2 0 ) .  Однако за!летим, что полученный контур -  
статический.

в) ГО1-регулятор с интегрирующим объектом (структура,— 
рис. 2 .9 ) .

Передаточная функция замкнутого контура равна

q , ( p )  =

При выборе
i31<l<g(rxp а) +ГТ̂ Р̂ (Г̂ Р tl)

V -  , 1 -   ̂ M m  6 ]  (2 .2 1 )

получаем

(2 .22)
a i ^ p  + f

Полагая в (2 .2 1 )  ’ О. = 2 , 4  = 2 , получаем так назы-
ваемый симметричный оптимум С 6 - 8 ] .  MX разомкнутого кон­
тура показан на рис. 2 .1 2 ,  , а реакщя замкнутого контура на



- t ,  «  i ,2 S  a-^gT^ |а.=г ^

^Н>- И 0 -М 2 )Т ^  .
Если,в частности, взять % - Ь = б , то СГ̂ >{07о .

г )  П-регулятор с интегрирующим объектом (структура — 
рис, 2 , 9 ) ,

Передатоодая функция замкнутого контура равна 

L (p )  -
1 t  T p itu p f i ;/ f i< k 9

При выборе ^ , как в ( 2 .1 9 ) ,  получаем Cij(P) вида
( 2 .2 0 ) ,  причем с1 б .

Сделаем одно существенное замечание, В иерархии подчи­
ненного регулирования каждый В|^тренний оптимизированный 
контур редуг^руется до первого порядка (отбрасыванием поли­
нома числителя и слагаемые с оператором р  Вш е первой 
степени в характеристическом полиноме) и заключается В блок 
на рис. 2,В> 2*9  с передаточной фуякгв^ей -

Все расемоТреннне случаи сведем в таблй10?.

Настройки подчиненного регулирования

Звено
Объект

Т1р + V t p

Ш-регулятор

^ 2 - "оптимум . 
ПО модулю"

-  .J а т ^ к к д

1 -  аёТд, ft,4ta6]

d  = ^ = 2 -  "сим-
метричный оптимум”

П-регулятор л -   ̂ jS -
G i { p ) a f  '^“ а Т ц к к д  * '  « > К к д

0.6-СМ3 а^йАЗ
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Пример. Следящий электропривод, рис. 2 .1 4 .

Контур тока (индекс Т ) .  Здесь  ̂ \  ̂ Ti ^
0 ,0 0 5  с» -  сушарная малая постоянная времени; Тс -  

постоянная вршени датчика тока. Влиянием противоЭДС прене­
брегаем. Контур тока совпадает с расчетной схемой рис. 2 .8  
и Т =  Tjji г « 9  «

Как правило, используется Ш -регулятор. Исходя из табли- 

jlj. „  1я  &я '

QniP) =и ет  +1 ■ п-регулятора выра-
жение Q i i ( p )  \ имеет тот же вид, однако.применение ПИ-ре- 
гулятора предпочтительнее, так как в этом случае замкнутый 
йош'ур обладает астатизмом.

Поскольку контур тока является В1̂ утренним относительно 
контура скорости, представим вьфажение (jpj согласно 
вш е сд е л ш д а ^  замечанию первш порядном, т .е .

3 где Х ^ с = а Т д т .
Контур скорости (индекс С ) в силу: наличия иитегрирую- 

щего объекта совпадает со структурой рис* 2,9/и к /ь
Для Ш -рег^лятора, исходя, из таблида, ш^еем

^ <Щнкнк^  ̂ ^  •
Тогда передатоиная фуикция зш м ^ того  контура примет вид
<2.22)
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4  Q e lc  fjUtP ^  ^
Там, где требуется неглубокое регулирование по скорос­

ти и минимальный порядок контура скорости (последнее харак­
терно для следящих систем) Применяется П-регулятор> Описание 
контура в этом случае соответствует вьграженшо (2/ 20).

С учетом оптимизации следующего контура (положения) вы­
ражение Озе С Р ? упростим и Приведем к виду

р  г где Т^«п =  a e 'i c T ^ b  ■ №  Ш -р е-
гулятора или ctcT/Af. для П-регуляТора.

Контур положения (индекс П ) также совпадает 6 учетом 
упрощения контура скорости со структурой рис, 2 . 9 , и

 ̂ кп • Пользуясь таблицейt для
пи-регулятора в ы б и р а е м Q„lnT/ir„

P /кп

Qn 1/<пР̂  ■tQrt^fi'CunPt^

Для П-регулятора выбор параметра оотается преж­
ним, кроме того, СХ,п  ̂ 2.. Передаточная функция
замкнутого контура получается в виде ( 2 .2 0 ) .  Переходный про-̂  
цесс в атом случае на ступенчатое входное воздействие соот­
ветствует кривш на рис. 2 .1 1 / .Отметим, что при Cln = 2  
время первого согласования с Ш-регулятором екорости

Т^п -  Q rT^
а с П-регуля1юром скорости 4 ;tt/ \ n  = 5 a c Q rT > it  = 0,1с.

2 .8 .  Упругая электромеханическая система ‘

Рассмотрим процедуру построения закона управления элек- 
тромеханйческши обвентш^ди (линейными и стационарньали) на 
основе линейкой обратной связи по состоянию, когда исполь­
зование принципа нодшкенного регулирования затруднено вслед­
ствие болеС сложного представления управляемого объекта, чем 
инерционные и интегрирующие звенья, например, елабодешфи- 

■' 62  ; -



ровашше колебательные звенья, и нередко встречающейся недос­
тупности в измерении некоторых, внутренних координат управляе­
мого объекта.

Итак, имеется двухмассовый упругий с двигателем почстоян- 
ного тока электромеханический объект, питаемый управляеьшм 
тиристорным преобразователем, причем по координате тока обра­
зован контур тока; он оптимизирован и может в данной задаче 
принят фильтром первого порядка с передаточной функцией 
Влиянием противоЭЛС пренебрегаем, возбуждение двигателя не- 
зависиш е и постоянное,

На основе уравнений ( 2 Л ? )  и сделанньос предположений 
запишем исходные уравнения электромеханичеекого объекта

iii + (-6 + с1.)ф1 “ На (9г %) - к,. I я.
За о*а}фг. - Н» С (%а'%) а - Ми ,

где U  -  управление типа линейной обратной связи по векто­
ру состояния; Ту -  постоянная времени контура тока ( T f «
^  G,rTjAf ) ;  [чг ■ “* коэффициент “усиления” датчика тока.

Как видно из уравнений ( 2 . 2 3 ) ,  перемеиньми состояния 
являются координаты  ̂ ее скорость , упругий мо­
мент Му» скорость и ток якоря 1 ^

(Зтметим, что размерность вектора состояния (а  она равна 
5) желательно снизить. С этой целью можно прш^енить динами­
ческий компенсатор контура тока с передаточной функ1Д1й
■fe" > 1’Де Т ^ Т т ,

Таким образом, .закон управления выбираем в виде 
a i - f e  U * , где к’  »  [  к V, к а , к » ) 1  -  вектор коэффициен­

тов обратной связи, а » [ 0 С „ Х а , 3 »
Отметим также, ЧТО переменные фц. i правило, 

недоступны непосредственному измерению, поэто^^ дополнительно 
предусмотрим построение наблюдателя (идентификатора состоя­
ния) для получения оценок этих переменных.

Перепишем уравнения (2 .2 3 )  в нормальной форме относитель- 
ко введенных выше вектора X t помня* что п е р в о е у р а в -  
некие в ( 2 .2 3)  исключено благодаря компенсатору (динамикой
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которого пренебрегаем) и, следовательно, к ф 1 я -  ^

ОСч =  оса
I 4 1

— Хз=^ "Ми I
■За

■Хг. 4 — JC j -  U ,  ^

К 2 . 2 4 )

3 ,
где 3   ̂ -  суммарный момент инерции двигателя и первой
массы механической части, или в  векторно-матричной форме:

х  =  Д а* 1- Р И н  ,

где

ОО 0 ‘ o ■ ' o '
4,

Ж ' a *
0 . ps.

H

0 - t  0 c 0
) 0

rt  ̂ - -i— lO a. _ 0  .
При решении задаш1 устойчивости примем в (2 .2 4 )  М н^О  .
Определим закон управления, исходя из обеспечения им 

’'оптимальности” характеристического полинома зшкнутой сис­
темы, например но Баттерворту, т .е .  в нашем примере характе­
ристический полином четвертого порядка 4 e t  С B k  j ]  = 
“ должен совпадать с полиномом

Раскрывая определитель и сравнивая коэ(|х|йцйенты полино­
мов %  Сд) и f  i x )  г получаем соотиошения для вычисления 
коэффициентов обратной связи  ̂ . к

к г -  C ' '[ 6 w ^ - 4 c o 0 ( 4 - f c ie f i ; '^

к  * 4 Wo 3a/c "f +̂'3 й}-(̂ +4г] •
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Нередко коэффициенты потерь 4̂  и оказьь
вазотся весьма малыми и ими можно пренебречь. Последние вы­
ражения в этом случае существенно упрощаются.

Радиус полуокружности OJo назначаем из требования к 
полосе пропускания. Учитывая налише упругого резонанса и 
реальных ограничений координат, практически ограничиваются 
полосой пропускания не выше значения резонансной частоты. 
Собственные частоты механической части находятся из характе­
ристического уравнения СЗ] ^
с Я .(Э ,+  ^  О и равны Х в -  О , А. la. = .

где Д -  матрица моментов инерции; £  -  матрица коэф
фицивнтов упругих связей; о ■” коэффициент жесткой и 
упругой связи в этом примере.

Таким образом, можем принять CUs> Xia.#
Перейдем теперь к построению наблюдателя, оценивающего 

переменные и . Для этого выделим подсистему
из уравнений ( 2 . 24) ,  входом которой является переменная  ̂
а вшодом -  * Тогда переменные, недоступные измерению
будут внутренними переменными подсистеш , подлежащей иденти­
фикации с помощью наблюдателя £ 3̂ 9] . Идентифицируемая под­
система имеет вид

Х а

Х з

__ ^ +<̂ 2,лд + _ "  Y  I У’

““ t' С j ^ i
или в векторно-матричной форме

t  &ГЭС,,  ̂ у ,  -  С г 2 С г ,

где 0 1 0' ‘ 0 ' "1 ‘
А - ° “ "зТ За А ' ^4 Ха с1-г г ОО01

■ ■ ■

Для восстановления переменных можно приме­
нять наблюдатель полного или пониженного порядка [ 9 , «  .
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Рассмотрим построение наблюдателя полного порядка. Его
уравнение имеет вид

А
'5Сг*= [Аг -  й с ) 5 ^  -«• 6 г  « ^2.25)

Расчет наблюдателя (2 .2 5 )  сводится к определению матрицы  ̂
обеспечивающей устойчивость матрицы GC и удаление 
ее собственных значений на комплексной плоскости в 2 -3  раза 
левее самого "быстрого'^, т .е .  левого, собственного значения 
матрицы Д-- . Примем в качестве этого значения радиус
полуокружности Си© распределения полюсов замкнутой сис­
темы и выберем полюса наблюдателя в соответствий с условием 
К е  Ам м  ^ ; для простоты можно их выбрать

вещественнши й одинаковши. Таким образом, зададим харак­
теристический полином наблюдателя в вида ^ fX} ^
S  ( Л.+ 20J#)^=; X + 6  Л-0)р + в

Матрица имеет ВИД

' o  1 o ' Щ

A - C C  = T '
—• |ai gaa.

' ’4
. 0  - c 0  J ,9з1 9ia. 9»^

0  "

- 9 4 1 - - ^ *
<

34
_ " 9 з г  - c 0

|юь]=

Раскрывал И приравнивая .К т^лю определитель.
(Я -1 -Д  +  ̂ получаем характеристический полином наб­

людателя'

Уй.

М С 0 .

. _ с _
З а. Э г ■ ? " ) -

Отсюда получаем соотношения для элементов матрицы •

9ц -  6 cop-fl+^aj/jg, j ~ iZuJo -̂ {ltWa]{ 638.We-l-ĉ ŷ3 -̂
- Ф з ,  , h i  -  6C C
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х1ри пренебрежении величина.ми 4 j ( если такая возмож­
ность имеется) эти соотношения существенно упрощаются. Струк­
турная схема системы показана на рис. 2 .1 5 .

Рис. 2 .1 5

В реальных условиях работы параметры.механической сис­
темы подвержены измененияг !̂; как правило, меняется момент 
инерции второй массы. В такой ситуации достоверность
оценок наблюдателя со стагдионарными пара^яетрами не гаранти­
рована. Поэтому следует переходить к построению адаптивного 
наблюдателя. Различные структуры адаптивных наблюдателей 
для электромеханических объектов, а также а^цаптивные алго­
ритмы управления ими представлены в работе [[з} ‘

В заключение отметим, что действие возмущений О . 
можно исключить, вводя структуру средства; обеспечивающие 
астатизм, например, ПИ-рёгулятор, показанный на структуре 
пунктиром.
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2 .9 ,  Бесконтактный моментный двигатель с непрерывкой 
кош ута1Д1ей

В данном параграфе кратко рассмотрим бесконтактый мо­
ментный двигатель (БЭД), не имеющий коллектора и успешно ис­
пользуемый в электромеханических системах самого широкого 
назначения, в том числе работающих в экстремальных условиях, 
например, в околоземном пространстве. Электромеханическая 
система с этим- типом двигателя изучается в лабораторном цик­
ле ’’Электромеханические системы” .

Б1»Щ с дискретной кошутацией предназначены в основном 
для работы при вполне определенной скорости или на нескольких 
ступенях скорости С Ю Д л я  получения плавного изменения ско­
рости в широких пределах целесообразно применение БВД с не­
прерывной кошутацией токов в обмотках управления (ОУ), осу­
ществляемой с помощью аналогового датчика положения ротора 
(ДПР). Б качестве последнего используются в основном синус­
но-косинусный вращающийся трансформатор (GKBT) или его бес­
контактный аналог -  синусно-косинусный индукционный релукто- 
сии. Последний отличается от СКВТ отсутствием обмоток на ро­
торе и позволяет увеличить передаточное отношение электри­
ческой релукции при сравнительно меньших габаритных разме­
рах «. ■ ■

Б1Щ с непрерывной коммутацией состоит из трех основных 
частей: собственно электродвигателя, ДПР и ^зазочувствитель- 
ных усилителей-преобразователей (ФЧУП), число которыхЮпре- 
деляетсл фазностью двигателя. Электродвигатель обычно пред­
ставляет собой синхронную машину с двухфазной (трехфазной, 
многофазной) ОУ на статоре и постоянньзл магнитом (Ш/i) на 
роторе. На рис. 2 .1 6  показана упрощенная функциональная схе­
ма Б1уЩ серии Д1уШ. Он имеет следующий состав:

I , Двухфазный синхронный двигатель (СД) типа ДМВ 2 ,5 -  
2 А. Фазы его якорной обмотки сдвинуты друг относительно 
друга на 90^ эл. и питаются постоянным (то^шее, изменяющим­
ся по гармоническому закону в функции электрического угла по­
ворота ротора) током от На роторе установлены 16 танген­
циально расположенных постоянных магнита ( = 8 ) ;  на
рис. 2 .1 6  показана функциональная схема и векторная диагра?л-

•?г) Параграф иаписая Б.В̂ ПторОЕШл .
~ 6Н -  .



ма БВД, причем'двигатель для простоты представлен как двух- 
полюсный.

/

V, 1___ _
кй

2 ,ДПР, в качестве которого использован СКВТ типа 2 ,5
БВТ*̂ Л с однофазной обмоткой на роторе и двухфазной на стато­
ре. СД и ДПР, вообще говоря^ должны иметь одинаковое число 
полюсов, но поскольку в данном случае применен двухполюсный 
СКВТ, его ротор соединен с ротором СД через зубчатую пару с 
передаточньЕ\1 отношением . [ ~ ~ На роторную обглотку
ДПР поступает сигнал переменного тока, являющийся управляю­
щим сигналом для Бад. Этот сигнал с целью получения неограни- 
ченного-угла поворота двигателя подается на роторную обмотку 
через кольцевой трансформатор. Ротор ДПР развернут по отно­
шению к ротору СД так, чтобы оси потоков роторной обмотки и 
ПМ были®взаимно перпендикулярны (электрически). Соответст^ 
вующие этим направлениям оси и с| показаны на
рис. 2 .1 6 .  Как и в СД, статорные обмотки в ДПР электрически 
взаишо перпендикулярны,

3 « Фазочувствйтельные усилители-преобразователи ФЧУП1
и ФЧУП2 имеют в своем составе фазочувствительный выпр^шитель 

• (§ЧБ.) и усилитель мощности (УМ). Напряжеше переменного тока, 
снимаемое с синусной (и, соответственно, с косинусной) ст а -  ■ 
торной обмотки ДПР, подается на ФЧВ, который вьщеляет оги­
бающую, частота которой равна электрической частоте вращения 
вала. СД. Напряжение с ФЧЗ, имеющее, например, при равномер­
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ном вращении двигателя синусоидальную форму, поступает на 
вход yivl, питающего соответствующую фазу якорной обмотки СД.

Работа двигателя происходит следующим образом* Управ­
ляющий сигнал постоянного тока U  проходя через модуля­
тор М (см. рис. 2 ,1 6 ) ,  на второй вход которого с выхода 
генератора опорного напряжения (ГОН) поступает сигнал несу­
щей частоты = 2  кГц прямоугольной формы, являющийся
также опорньш сигналом для ФЧВ, преобразуется в сигнал пере­
менного тока } поступающий на ротор­
ную обмотку ДПР (зд есь для простоты в сигнале u ’ Учтена 
только первая гармоника; -  коэффициент передачи моду­
лятора). С синусной и косинусной статорных обмоток ДПР, ра­
ботающего в амплитудном режиме, снимаются сигналы соответст­
венно и к д и ' f где

-  коэффициент передачи ДПР, а -  угол поворота ро­
тора ДПР относительно одной из неподвижных осей^ например 
угол между ОСЯ1ЛИ ^  и % на векторной диаграмме (см . 
рис. 2 .1 6 ) .  Угол vp̂  связан с углом поворота двигателя 
соотношением i ^ ^  Pj f  > т .е .  фактически представляет со­
бой электрический угол поворота двигателя. На синусную и ко­
синусную фазы якорной обмотки СД с выходов ФЧУП подаются со­
ответственно напряжения постоянного тока Uc*=- k U  S u ^ ' 
и , U k - u C.0S (зд есь К д 1 < , где

кфццп “ коэффициент передачи ФЧУП). В результате вектор 
МДС . статора Рст к  векторной сумме ВДС 'фаз

и F'^ пропорциональных напряжениям Uc. и Uic 
займет в пространстве положение, определяемое углом ; 
т .е .  будет ориентирован вдоль оси , в то время как
вектор МДС- Рр будет направлен вдоль оси с1
(см . рис. 2 .1 6 ) ,  Взаимодействие МДС ротора-и статора соз­
дает вращающийся электромагнитный момент', пропорциональшй 

For Fp 5(и G ) ~ угол между векторами Fcr
и Fp устанавливаемый, как было сказано выше, равным Ш'^эл 
При вращении ротора СД и вектора рр будет одновременно 
поворачиваться и ротор ДПР, это будет приводить к изменению 
угла  ̂ значит к повороту вектора Ftr * Таким об­
разом, угол 0 при вращении двигателя не меняется, и.
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следовательно, электромагнитный момент БЗД постоянен и не за ­
висит от угла как и в обышом иеобращехЧном двигателе
постоянного тока.

Сказанное позволяет сделать вывод о том, что благодаря 
своей конструкции БВД в данной схеме включения по своим ха­
рактеристикам ш^aлoгичeн необращенному коллекторному двига- 
телю постоянного тока. В частности, в отличие от синхронно­
го двигателя он обладает начальным пусковьм моментом. Далее, 
хотя частота ^ тока в фазах статорной обмотки связана 
с частотой вращения ротора 1А/ формально тем .же соотно­
шением, что и синхронной машине ( Н-~ 6 0 i*/ P g  ) i эта 
частота представляет собой уже не частоту питающей сети, а 
функцию частоты вращения ротора, которая, например, в нере­
гулируемом приводе определяется, в свою очередь, приложенны­
ми к двигателю напряжением и моментом сопротивления.

Моментные двигатели с ПМ обладают рядом преимуществ перед 
обычньшй ( немоментными с электромагнитным возбуждением) дви­
гателями, что объясняется следующими npM4MHajviM.

Исключение обмотки возбуждения, а вместе с ней и потерь 
на возбуждение, рассеиваемых в двигателе, приводит к сниже­
нию общего нагрева двигателя, что позволяет увеличить ток и, 
следовательно, момент в тех же габаритах машины. ПрименеШ'1е 
1Ш позволяет также уменьшить высоту полюсов в 2 -3  раза, что 
приводит к уменьшению диш^етра машины на 20-30 %. Одновре­
менно упрощается установка на статоре, а  в обращенной машине 
-  на роторе, большого числа полюсов, что обеспечивает высокую 
равномерность магнитного поля в воздушном зазоре^ а следова­
тельно и большую равномерность скорости вращения двигателя. 
Установка мощных магнитов снижает размагничивающее действие 
обмотки якоря, что делает возможность получения IO -20-кратных 
моментов двигателя при малых скоростях вращения, а следова­
тельно, высокого быстродействия привода. Таким образом, 1уЩГШ 
имеет высокое, быстродействие при достаточно большом собственном 
моменте инерции.

Кроме того, отсутствие коллектора в Б1уЩ дополнительно спо-' 
собствует повышению надежности и увеличению срока службы при­
вода.
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в имеющейся литературе по БВД С ю ] вопросы,мате­
матического описания этих двигателей рассматриваются почти 
исключительно применительно к задачам расчета параметров и 
статических характеристик БЩ., с- то же время математическая 
модель Ы̂ Щ, пригодная для исследования дина1лики и разработки 
систем автоматического управления такими двигателями, практи­
чески отсутствует. Получим математическую модель БВД в струк­
турной форме, Основой для ее построения служат известные урав 
нения БВД [[ю и О ' делаются соответствующие допуще­
ния: магнитная цепь машины считается ненасыщенной; магнитный 
поток nivl -  постоянным; поле статора -  круговш ; реакция яко­
ря и .остаточный электромагнитный момент не учитываются.

Пренебрегая собственной динамикой модулятора, Д1Р и ФЧУП, 
на оснований изложенного выше можем записать следующие выра­
жения для мгновенных значений напряжений, подаваемых на си­
нусную и косинусную фазы обмотки якоря СД:

^ к  U .Sir  p s f  ) (2 .2 6 )

M u.- k t (  to? Pf If , (2 .2 7 )

где Ц -  управляющее напряжение постоянного тока; )< -  
произведение коэффициента передачи модулятора, ДПР и ФЧУП;

-  число пар полюсов СД;  ̂ -  геометрический угол пО' 
ворота СД.

Приводя напряжения и Нф к осям о( и 
получаем (см , векторную диаграмму на рис, 2 .1 6 )  .

-  Ul<.tC?p5 V’ Мс Sl' r Pg'f J . 
ИЛИ окончательно с учетом ( 2 .2 6 ) ,  (^•^'7)

(2 .2 8 )

(2 .2 9 )

(2 .3 0 )

(2 .3 1 )

Впрочем, эти соотношения легко усматриваются из приведенной 
векторной дргаграг/ьмы.

Таким образом, хотя напряжения М м и U формально 
и БЬфажаются, согласно (2 .2 8 )  и ( 2 .2 9 ) ,  через угол поворота

-  72 -



ротора двигателя vp фактически они от vp не зависят. 
Связь мейу]̂ у токалш и напряжениями СЩ дается уравнениями

' i d P t r щ "UH '

L. V' 4
где

£  -  у  ) (2 .3 3 )

ю  -  Рдф (2 .3 4 )

“ соответствеш о противоЭДС и электрическая угловая скорость 
ротора двигателя. Здесь р ~ у  -  потокосцепле-
ние фазы двигателя от потока Ш ; ^  и L Oĵ ^
тивные сопротивление и индуктивность обмотки статора по осям
. 4  ' 'И ^  •

Электромагнитный момент определяется выражением

М =  , ^2.35)
а уравнение механического движения имеет вид

М - М с  , . (2 .3 6 )

Мс  ̂ 3 -  соответственно момент сопротивления и
приведенный момент инерций двигателя.

. Изобразим уравнения (2,32> в виде структурной схемы 
(рис. 2 .1 7 ,а ) .  Обычно для целей исследования эти уравнения 
решают относительно токов Однако при построении мате-'
матической модели БЩ такой путь слишком громоздок. Нах^более 
простым и экономным в данном случае является использование 
структурно-топологического метода инверсии [Х 2] .  Проинвер- 
тировав путь мещу переменными и (л .  ̂ а также
путь от  ̂ ^ й ; мы приходим к схбме, изображенной
на рис. 2 .1 7 ,6 .  Полная структурная схема БМД, соотвтетствую- 
щая уравнениям ( 2 .3 0 ) - ( 2 .3 6 ) ,  показана на рис. 2 .1 8 .

Полученная математическая модель ШД нелинейна и в таком 
виде отличается от хорошо известной математической модели кол­
лекторного двигателя постоянного тока с независимые  ̂ возбуаде- 
нием. В то же время известно LIO] , что по своим статичес­
ким характеристикам оба двигателя практически не отличаются.
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Рис. 2 .1 7
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Проведем анализ данной модели е точки зрения возможности не- 
учета имеющихся нелинейностей, т .е .  линеаризации и упрощения 
математического описания БВД.

Во-первых, заметим, что на,структурной схеме (см. р и с ,2 .18 ) 
звено с передаточной функцией Г  ) охвачено обратной
связью, передача которой в предположении, что ш “ 
равна L d  • ^^Р®Д£^точная функция такого сое­
динения •

.д/л I - LdptV^

Для маломощных БЩ выполняется условие

U .3 7 )

поэтому ^/( Lcj^p f f  ) <» Кроме того , известно
что Б синхронных машинах малой мощности с возбувдением от 
с четырьмя и более полюсами е достаточной для практики точ­
ностью можно принять

Ц --1 -Ч Г  (2.33)
При выполнении условий (2 .3 7 )  и (2 .3 8 )  структурная схема 

БВД существенно упрощается и линеаризуется. Не трудно убедить­
ся , что в этом случае она полностью совпадает с общеизвестной 
математической моделью коллекторного двигателя (посто-чнного 
т о к а ).

Анализируя, например, выполнение условия (2 ,3 7 )  для дви­
гателя 2 ,5 - 2  А, отметим, что согласно экспериментальным 
данным, -  0 ,0 0 1  с (зд есь

Ш ы йх = '= • Отсюда
что подтверждает вышесказанное.
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